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Czesé Pierwsza Kursu

1 Deterministyczne Automaty Skonczone

Zadanie 1. Rozwazmy jezyk L = {wO0s : |s| = 9}, zlozony z tych sléw nad alfabetem {0,1}
ktérych dziesiaty symbol od konca to 0. Udowodnij, ze DFA rozpoznajacy ten jezyk ma co
najmniej 1024 stany.

Zadanie 2. Jaka minimalna liczbe stanéw musi mie¢ deterministyczny automat skonczony
rozpoznajacy zbior tych wszystkich stéw nad alfabetem {a, b, ¢}, ktére wéréd ostatnich trzech
znakéw maja po jednym wystapieniu kazdej z liter alfabetu?

Zadanie 3. Udowodnij, ze jezyk L = {a™b*" : n € N} nie jest regularny.

Zadanie 4. (za 2 punkty) Dla danego jezyka L C ¥* przez L* rozumiemy najmniejszy jezyk
spelniajacy nastepujace warunki:
(i) e € L*
(i) Vo,y [r e L* ANy € L] = zy € L*.
Gdzie € oznacza, jak zawsze, stowo puste.
Niech L bedzie dowolnym podzbiorem {0}*. Udowodnij, ze L* jest jezykiem regularnym.

Zadanie 5. Udowodnij, ze jezyk L tych sléw nad alfabetem {0, 1}, ktére sa zapisem binarnym
liczby pierwszej, nie jest regularny.

Definicja. Dla danego stowa w, nad pewnym ustalonym alfabetem, niech w’ oznacza ”w
czytane od kofica”, tzn. eff = ¢ i (au})R = w'la jesli a nalezy do alfabetu, zas w jest dowolnym
stowem.

Zadanie 6. Czy jezyk L = {ww®z : w,x € {0,1}* i w,z # ¢} jest regularny? Czy jezyk
L ={zwz:w,z € {0,1}* iz # c} jest regularny?

2 Twierdzenie o indeksie

Zadanie 7. (Twierdzenie o indeksie, za 2 punkty) Niech L C A*. Relacje ~;C A* x A*
definiujemy w nastepujacy sposéb: w ~p w' w.t.w gdy Vo € A* (wv € L & w'v € L).
Udowodnij nastepujace twierdzenie o indeksie: L jest regularny wtedy i tylko wtedy gdy liczba
klas abstrakcji relacji ~p, jest skonczona. Minimalna liczba stanéw DFA rozpoznajacego L
jest wtedy réwna liczbie tych klas abstrakcji.

Niech ¥ bedzie skonczonym alfabetem i niech L C 3*. Jak pamietamy, relacja ~p z
Twierdzenia o indeksie zdefiniowana jest, na zbiorze ¥* jako: w ~p v wtedy i tylko wtedy
gdy Vo € ¥* (wz € L < vx € L). Podobnie mozemy zdefiniowaé relacje réwnowaznosci Nanf
Mianowicie w NTf v zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy Vz,y € ¥* (zwy € L < avy € L).

Niech i1, (od slowa indeks) bedzie réwne |E*/ ~p, | (czyli i to liczba klas abstrakeji na
jakie ~, dzieli £*). Podobnie, niech i/ = |£* )~ .
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Kolejne trzy zadania dotycza wzajemnych relacji miedzy liczbami iy, 14

Zadanie 8. Udowodnij, ze jedli jedna z liczb ir,, iiL"f jest skoficzona, to obie sa skonczone (z
Twierdzenia o Indeksie wiemy, ze ma to miejsce wtedy i tylko wtedy gdy L jest regularny).
Doktladniej méwiac: )

a. udowodnij, ze iy, < z'ZL"f;

b. udowodnij, ze igLf < it



Zadanie 9. (za 2 punkty).

W zadaniu tym nalezy pokazaé, ze szacowanie z punktu b poprzedniego zadania nie moze
by¢ poprawione. Dokladniej méwiac:

a. Udowodnij, ze jedli ¥ = {a, b, ¢} to dla kazdego skoiiczonego zbioru @ istnieje minimalny
DFA A, o zbiorze stanéw @) i funkeji przejscia d, taki ze dla kazdej funkcji f : Q — @ istnieje
stowo w dla ktérego dla kazdego g € @ zachodzi: 6(q, w) = f(q). Przez automat minimalny
rozumiemy tu taki, w ktérym kazdy stan jest osiagalny ze stanu poczatkowego, i w ktorym
dla kazdych dwéch stanéw g, ¢’ istnieje stowo w takie ze dokladnie jeden ze stanéw d(q, w),
3(q’',w) jest akceptujacy.

b. Korzystajac z tezy punktu a. udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje jezyk
L taki, 7e if, <n za$ n" < i

Zadanie 10. Pokaz, 7 jesli |2 = 1 to i7"/ =i,

Zadanie 11. Pokaz, ze dla kazdego n istnieje jezyk L, C {a,b, #}*, ktérego wszystkie
stowa maja dlugos$¢ 2n, i taki, ze najmniejszy rozstrzygajacy go deterministyczny automat
skonczony ma przynajmniej 2" stanéw.

Zadanie 12. Pokaz, ze stala z lematu o pompowaniu dla jezyka regularnego moze by¢ wy-
ktadniczo mniejsza od indeksu tego jezyka. Dokladniej méwiac, pokaz, ze istnieje wielomian p
oraz ciag jezykéw {L;};en taki, ze dla kazdego n najmniejszy automat rozstrzygajacy L, ma
przynajmniej 2" stanéw ale liczba p(n) moze by¢ przyjeta jako stala z lematu o pompowaniu
dla jezyka L,. Wskazéwka. Nie bez powodu najpierw jest poprzednie zadanie a teraz jest to.

3 Wpyrazenia regularne

Zadanie 13. Skonstruuj automat skonczony rozpoznajacy i wyrazenie regularne definiujace,
nad alfabetem {a, b}, jezyk sléw, ktdre nie zawieraja wzorca baba.

Zadanie 14. Skonstruuj automat skonczony rozpoznajacy i wyrazenie regularne definiujace,
nad alfabetem {a,b,c,d}, jezyk sléw, ktére zawieraja tyle samo symboli a co b, tyle samo
symboli ¢ co d i w ktorych kazdym prefiksie liczba symboli a rézni sie co najwyzej o jeden
od liczby symboli b, za$ liczba symboli ¢ rézni sie co najwyzej o jeden od liczby symboli d.

Zadanie 15. Dodanie do definicji wyrazen regularnych pozwolenia na uzycie symbolu N,

oznaczajacego przekréj jezykéw nie umozliwia reprezentowania nowych zbioréw, wyrazenia

jednak staja sie krétsze. Udowodnij, ze uzycie N moze wykladniczo skrocié¢ wyrazenie.
Wskazdwka: rozwazy¢ jezyk sktadajgcy sie z jednego stowa (... ((aga1)%az)?...)%.

Zadanie 16. Czy istnieje wyrazenie regularne ¢, oznaczajace jaki$ niepusty jezyk regularny,
takie ze L,y = Lg? Czy istnieje wyrazenie regularne ¢, oznaczajace jaki§ niepusty jezyk
regularny, takie ze Lq«y = Lgp=?

4 Zadania o deterministycznych wyrazeniach regularnych.

Deterministic reqular expressions, znane réwniez jako unambiguous regular expressions poja-
wily sie kiedy$, jak sie wydaje niechcacy, w definicji standardu XML

Definicja. Niech ¢ bedzie wyrazeniem regularnym nad alfabetem A, a w slowem nad
tym alfabetem. Niech f bedzie funkcja, ktérej argumentami sa wystapienia liter alfabetu w
stowie w (czyli "kolejne litery stowa w”), a warto$ciami sa wystapienia liter w wyrazeniu ¢.
Powiemy, ze f jest poprawnym mapowaniem w na ¢, jesli zachodzi ktéry$ z warunkéw:



1. ¢ jest stowem nad A, ¢ = w i f jest identycznoscia lub ¢ = € i w jest puste;

2. ¢ = ¢1+ ¢2 1 f jest poprawnym mapowaniem w na ¢; lub f jest poprawnym mapowa-
niem w na ¢a;

3. ¢ = 192, w = wyjws i f ograniczona do w; jest poprawnym mapowaniem tego stowa
na ¢1, za$ f ograniczona do wsy jest poprawnym mapowaniem tego slowa na ¢o;

4. ¢ = Y*, w = wywy...wy, dla jakiego$ k > 0 i dla kazdego 1 < i < k funkcja f
ograniczona do w; jest poprawnym mapowaniem w; na 1.

Intuicja jest taka, ze poprawne mapowanie stowa przyporzadkowuje kazdej jego literze,
litere wyrazenia z ktérej ta litera stowa ”si¢ wzigla”. Wyrazenie ¢ jest deterministycznym
wyrazeniem regularnym, jedli dla kazdego w € L4 istnieje dokladnie jedno poprawne
mapowanie w na ¢. Deterministyczne wyrazenie regularne pozwala odczytaé, ktére litery w
slowie biora sie z ktérych liter w wyrazeniu, ale to odczytanie nastepuje dopiero, gdy zna-
my cale slowo. inaczej jest dla detereministycznych on-line wyrazen regularnych. Wyrazenie
regularne ¢ jest deterministyczne on-line, jesli dla kazdych stéw ww;, wwe € Ly i kaz-
dych funkcji f1, f2, bedacych poprawnymi mapowaniami stéw (odpowiednio) ww; i wws na
¢, funkcje f1 i fo zgadzaja sie na prefiksie w.

Zadanie 17. a. Ktére z ponizszych wyrazen sa deterministyczne, a ktére sa deterministyczne
on-line?

i. 0*10* + 0*

ii.(0+1)*1(0+ 1)

.0+ 1)04+2)*+ (14+2)(0+1)*+ (04 2)(1 + 2)*

b. Znajdz deterministyczne wyrazenie regularne oznaczajace jezyk tych wszystkich stéw nad
alfabetem zerojedynkowym, ktére zawieraja wzorzec 101.

Zadanie 18. Czy dla kazdego jezyka regularnego istnieje deterministyczne on-line wyrazenie
regularne, ktére go definiuje?

Zadanie 19. ZnajdZ deterministyczne on-line wyrazenie regularne oznaczajace jezyk tych
wszystkich slow nad alfabetem zerojedynkowym, ktére zawieraja jedna lub dwie jedynki.

5 Niedeterministyczne Automaty Skonczone

Zadanie 20. Skonstruuj niedeterministyczny automat skonczony rozpoznajacy jezyk tych
stéw nad {0,1}* ktére, jako liczba w systemie dwdjkowym, dziela si¢ przez 5, przy czym
liczba jest wezytywana

a) poczawszy od najbardziej znaczacego bitu,

b) poczawszy od najmniej znaczacego bitu.

Zadanie 21. Udowodnij, ze jesli dla pewnego jezyka L istnieje rozpoznajacy go NDF A, to
istnieje réwniez N DF A rozpoznajacy jezyk LT = {w : wf € L}

Zadanie 22. Wiadomo, ze L jest jezykiem regularnym. Pokaz, ze w takim razie jezyk
{w : In € N w" € L} jest tez jezykiem regularnym. Przez w™ rozumiemy tu slowo w
skonkatenowane ze soba n razy.

Zadanie 23. Zalézmy, ze L jest pewnym jezykiem regularnym. Czy jezyk L/2 = {w :
Jvow € L A|v| = |w|} jest regularny?

19 Tematem ostatnich zadan sg Klasy Alternujace.

Definicja. Powiemy, ze jezyk A nalezy do klasy alt PTIME jesli istnieja wielomian p i jezyk
B € PTIME takie, ze zachodzi rownowaznosc:

w € A wtedy i tylko wtedy, gdy gracz pierwszy ma strategiec wygrywajaca w opisanej
ponizej grze Gra(w, p, B)

Gra(w, p, B) ma nastepujace reguly. Zaczyna sie od napisania na tasmie stowa s; = w#t.
Nastepnie, w rundzie i-tej, najpierw gracz pierwszy dopisuje do aktualnie zapisanego slowa s;
wybrany przez siebie sufiks w;# a nastepnie gracz drugi dopisuje do s;w;# pewien wybrany
przez siebie sufiks v;#, tworzac w ten sposob stowo ;1. Zacda si¢ przy tym aby dlugosci
w; 1 v; byly obie réwne p(n), gdzie n jest dtugoscia stowa w. Gracz pierwszy wygrywa gdy
Sp(n) € B.

Zadanie 205. (za 2 punkty) Udowodnij, ze alt PTIME=PSPACE.

Definicja. Powiemy, ze jezyk A nalezy do klasy altPSPACE jedli istnieja wielomian p oraz
jezyki B,C € PTIME takie, ze zachodzi réwnowaznos¢:

w € A w.t.w. gdy gracz pierwszy ma strategic wygrywajaca w opisanej ponizej grze
Gra2(w,p, B,C).

Gra2(w, p, B,C) ma nastepujace reguly. Zaczyna si¢ od napisania na tasmie slowa w#.
Nastepnie, w pierwszej rundzie, najpierw gracz pierwszy dopisuje do w# wybrany przez
siebie sufiks wi# tworzac w ten sposéb t; = w#wi#, a nastepnie gracz drugi dopisuje do
t; pewien wybrany przez siebie sufiks v;#, tworzac w ten sposéb stowo s;. W i-tej rundzie
najpierw gracz pierwszy wymazuje z tasmy stowo w;_1 zastepujac je wybranym przez siebie
w; (powstale w ten sposéb slowo nazywamy ¢;), a nastepnie drugi gracz wymazuje z tasmy
slowo v;_;1 zastepujac je przez v;. Powstale slowo (réwne w#w;#v;) oznaczamy przez s;.
Zacda sie przy tym aby dlugosci w; i v; byly obie réwne p(n), gdzie n jest dlugoscia stowa w.
Gra konczy sie porazka pierwszego gracza, gdy w ktorej$ rundzie pojawi sie stowo t; takie,
ze t; ¢ B. Gra konczy si¢ porazka drugiego gracza, gdy w ktérejs rundzie pojawi sie stowo s;
takie ze s; ¢ C.

Zadanie 206. Udowodnij, ze jesli ktéry$ z uczestnikéw ma strategie wygrywajaca w grze
Gra2(w, p, B, C'), to moze doprowadzi¢ do zwyciestwa nie dalej, niz po wykladniczej wzgledem
dlugosci w liczbie rund.

Zadanie 207. (za 2 punkty) Udowodnij, ze alt PSPACE C EXPTIME
Zadanie 208. (za 3 punkty) Udowodnij, ze EXPTIME C altPSPACE

Zadanie 209. (za 3 punkty) Instancja Gry w Kamienie to: skoficzony zbiér X (zwany zbio-
rem pél), relacja R C X3, zbiér Y C X i element f € X.

Gre tocza dwaj gracze wykonujacy na przemian ruchy. Przed kazdym ruchem na niekté-
rych polach ze zbioru X znajduja si¢ kamienie: przed pierwszym ruchem pierwszego gracza
mamy po jednym kamieniu w kazdym polu zbioru Y, ktéry to zbiér wyznacza w ten sposéb
pozycje poczatkowa w grze. W swoim ruchu kazdy z graczy przesuwa jeden kamien zgodnie z
regula, ze jesli zachodzi R(x,y,z) oraz w z i y sa kamienie, a w z nie ma kamienia, to wolno
przesunaé kamien z x do z. Wygrywa ten, kto pierwszy postawi kamien w f.

Jaka jest zlozono$¢ problemu: dana instancja gry w kamienie, czy gracz pierwszy ma
strategie wygrywajaca?
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Zadanie 199. Napisz formule rachunku predykatéw méwiaca, ze w danym grafie (V| R) ist-
nieje Sciezka prowadzaca z danego wierzchotka ¢ do danego wierzchotka k ztozona z doktadnie
16 krawedzi. Formula ta ma mieé¢ przy tym nie wiecej niz 10 wystapien kwantyfikatoréw.

Przez formule rachunku predykatéw rozumiemy tu formule, w ktérej uzywa sie kwanty-
fikatorow wiazacych zmienne przebiegajace zbiér V', symbolu relacji R, symbolu réwnosci,
nawiaséw i spéjnikéw logicznych.

Wyjasnienie: formula: 3x1 Jxo ... Ix15 R(c, 21)AR(x1, z2)A. . .AR(215, k) spelnia wszelkie
wymogi zadania, oprocz tego, ze ma 15 kwantyfikatorow.

Zadanie 200. Jaka jest zlozono$é problemu rozstrzygniecia, dla danych deterministycznych
automatéw skonczonych My, M, ..., My czy jezyk Ly, N L, N ... N Lay, jest niepusty?
(wielkoscia zadania jest tu laczna liczba stanéw tych automatéw).

Instancja Gry w Zwiedzanie jest (w kolejnych trzech zadaniach) graf skierowany G =
(V,E), zbiér S C V ,naszych pozycji”, zbiér T' C V ,pozycji docelowych” i ,wierzcholek
poczatkowy” vy € V.

Dla danej instancji Gry w Zwiedzanie rozgrywka przebiega nastepujaco. Na poczatku gry
znajdujemy sie w punkcie vg. W kazdym kolejnym ruchu:

e jesli aktualnie znajdujemy sie w jakim$ wierzchotku w € S to mozemy sie przesuna¢ do
wybranego przez nas wierzchotka w', takiego ze F(w,w’), ale tylko jesli nie byliSmy jeszcze
w tym w';

e jedli aktualnie znajdujemy sie w jakim$ wierzcholku w € V' \ S to Zly Przewodnik moze
nas przesungé¢ do wybranego przez siebie wierzcholka w’, takiego ze E(w,w’), ale tylko jesli
nie byliémy jeszcze w tym w’.

Gra konczy sie gdy osoba majaca ruch nie moze go, zgodnie z powyzsza regula, zrobic.
Jesli wezesniej odwiedziliSmy wszystkie wierzcholki ze zbioru T to gra konczy sie naszym
zwycigstwem. W przeciwnym razie konczy si¢ nasza porazka.

Przez GwZ oznaczamy problem rozstrzygniecia, dla danej instancji Gry w Zwiedzanie,
ktéry z graczy ma w tej instancji strategie wygrywajaca. Przez GwZj oznaczamy problem
GwZ ograniczony do instancji w ktérych |S], |T| < k.

Zadanie 201. Pokaz, ze problem GwZ jest PSPACE zupelny.

Zadanie 202. Pokaz, ze dla zadnej liczby naturalnej k (dla ustalenia uwagi mozesz mysleé,
ze k=T), problem GwZj nie jest PSPACE-zupelny.
Uwaga: Zakladamy, ze NP # PSPACE.

Zadanie 203. Pokaz, ze dla zadnej liczby naturalnej k, problem GwZj nie jest w PTIME.
Uwaga: Zakladamy, ze NP # PTIME.

Zadanie 204. W niedziele, ktére sa stusznie wolne od zakup6éw, mieszkancy Melmak zajmuja
si¢ zlozono$cia obliczeniowa.

Nieuchronnie jednak, pewne konwencje notacyjne, ktére przyjeli, sa inne od ziemskich.
Tam, gdzie Ziemianie pisza 1* (gdzie v jest wyrazeniem regularnym) na Melmak pisze si¢
Pl adyie liczba gwiazdek jest réwna 2/¥1) gdzie [¢)] jest dlugo$cia wyrazenia . Tam zas,
gdzie Ziemianie pisza ¢ (gdzie ) jest wyrazeniem regularnym) na Melmak pisze sie ldd--d
gdzie liczba literek d jest réwna 21!, gdzie || jest dlugoécia wyrazenia .

a. Jaka jest na Melmak zlozono$é problemu totalnoéci wyrazen regularnych?
b. Jaka jest na Melmak zlozono$é problemu totalnosci wyrazen regularnych z dopelieniem?
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Zadanie 24. Zalézmy, ze L C {0,1}* jest regularny. Czy wynika z tego, ze jezyk
VE={we{0,1}: Jxe{0,1}*yel wr=y A |y = |w*}
jest regularny?

Zadanie 25. Minimalny DF A rozpoznajacy jezyk L ma zawsze tyle samo standéw co mi-
nimalny DF A rozpoznajacy dopelnienie L. Stwierdzenie to przestaje byé prawdziwe, jesli
rozwazamy automaty niedeterministyczne. Udowodnij, ze istnieje jezyk L, ktéry daje sie
rozpoznaé za pomoca NDFA o mniej niz 20 stanach, ale ktérego dopelnienie nie daje sie
rozpoznaé zadnym NDF A o mniej niz 200 stanach. Wskazdwka: wystarczy rozwazyc alfabet
jednoelementowy.

Zadanie 26. Niech Ly = {0" : k nie dzieli n}. Dla jezyka regularnego L, niech d(L) ozna-
cza minimalng liczbe standéw automatu deterministycznego rozpoznajacego L, zas$ n(L) niech
oznacza minimalng liczbe standéw automatu nideterministycznego rozpoznajacego L. Podaj
nieskoficzenie wiele liczb naturalnych k, dla ktérych zachodzi d(Ly) = n(Ly) 1 nieskoniczenie
wiele k naturalnych, dla ktérych ta réwnosé nie zachodzi.

W kolejnych dwéch zadaniach niech p > 5 bedzie pewng liczbg pierwsza, a L, jezykiem
tych stéw nad {0, 1} ktére czytane jako liczba w zapisie binarnym daja, jako reszte z dzielenia
przez p, jedna z liczb {1,2,...(p — 1)/2}, przy czym liczby czytamy ,od prawej”, czyli od
najmniej znaczacego bitu (to znaczy pierwszy znak slowa jest ostatnia cyfra liczby).

Zadanie 27. Czy istnieje niedeterministyczny automat skoficzony o mniej niz p + 3 stanach
rozpoznajacy jezyk L,?

Zadanie 28. Czy istnieje deterministyczny automat skonczony o mniej niz 2p stanach roz-
poznajacy jezyk L,?

W kolejnych dwéch zadaniach niech M, bedzie jezykiem tych stéw nad alfabetem {1,2,...n}
(gdzie n jest pewna liczba parzysta) w ktorych wystepuja wszystkie litery alfabetu oprécz
by¢ moze jednej. Przez M, rozumiemy dopelnienie jezyka M, do zbioru {1,2,...n}*.

Zadanie 29. a. Jaka minimalna liczbe stanéw musi mie¢ deterministyczny automat skon-
czony rozpoznajacy M, ?

b. Jaka minimalng liczbe stanéw musi mie¢ niedeterministyczny automat skonczony rozpo-
znajacy M, ?

Zadanie 30. Udowodnij, ze kazdy niedeterministyczny automat skonczony rozpoznajacy
jezyk M,, musi mie¢ wiecej niz 27~ stanéw.

Wskazéwka. Dia liczby naturalnej k, takiej, ze 1 < k < n/2 nazwijmy pare liczb {2k — 1,2k}
rodzing. Powiemy ze stowo x € {1,2,...n}* nie rozdziela rodzin, jesli zawsze wtedy, gdy jedna
z liter z jakiejs rodziny wystepuje w stowie x, w stowie tym wystepuje réwniez druga z tych
liczb. Powiemy Ze stowo x jest rosngce, gdy kazZda jego kolejna litera jest liczbg wigkszq niz
poprzednia. lle jest stow nie nalezgcych do M, ktére sq rosngce i nie rozdzielajg rodzin?

6 Zadania o hipotezie Cernego

Kolejne zadania maja zwiazek z — otwarta od ponad pél wieku — hipoteza Cernego. Méwi
ona, ze jesli zbidr sync(Q) jest niepusty, to zawiera on jakie$ stowo o dlugosci nie wiekszej



niz (|Q| — 1)? (znany jest automat, z niepustym sync(Q), dla ktérego najkrétsze stowo w
sync(Q) ma dhugosé doktadnie (|Q| — 1)2).

Definicja. Dla danego deterministycznego automatu skoficzonego A = (X, @, qo, F, §) i zbioru
S C @, przez sync(S) oznaczmy zbiér {w € I* : Vq,¢' € S 5((1, w) = 6(¢',w)}. Zauwaz, 7e
definicja nie zalezy od wyboru stanéw qp i F' a tylko od zbioru stanéw @, od alfabetu X i od
funkcji przejscia 9.

Zadanie 31. Jezyk L C ¥* nazywany jest regularnym ideatem jesli jest regularny i jesli dla
kazdego stowa w € L i kazdych stéw v,v’ € ¥* zachodzi vwv’ € L.

a. Czy dla kazdego automatu A i zbioru S zawartego w zbiorze stanéw automatu A jezyk
sync(S) jest regularny?

b. Czy dla kazdego automatu A i zbioru S zawartego w zbiorze stanéw automatu A jezyk
sync(S) jest regularnym idealem?

c. Czy dla kazdego automatu A jezyk sync(Q) jest regularnym idealem? (Q jest ponownie
zbiorem stanéw automatu A).

Zadanie 32. a. Udowodnij, ze jesli S jest dwuelementowy i zbiér sync(S) jest niepusty, to
zawiera on jakie$ stowo o dtugosci nie wigkszej niz |Q|.

b. Udowodnij, ze jesli zbiér sync(Q) jest niepusty, to zawiera on jakie§ slowo o dlugosci
nie wigkszej niz |Q|>. Wskazéwka: skorzystaj z a.

Zadanie 33. Udowodnij, ze dla kazdego dostatecznie duzego n naturalnego istnieje automat
A=(%,Q,q,F,0), gdzie ¥ = {a,b}, n = |Q|, i dwuelementowy zbiér S C Q, takie ze zbidr
sync(S) jest niepusty, ale nie zawiera stowa o dtugoéci mniejszej niz n?/4.

W kolejnych zadaniach rozwazamy CzeSciowe Deterministyczne Automaty Skonczone
(PDFA). PDFA r6zni sie od DFA tym, ze funkcja przejscia § moze by¢ w nim funkcja czescio-
wa, to znaczy 6(g, a) moze nie by¢ okreslona dla niektérych par (g,a), gdzieqg € Qia € X. W
rezultacie, dla niektérych sléw w € ¥* i standw ¢ € @), wartosé 5 (¢, w) moze by¢ nieokreslona.

Dla danego PDFA A = (X,Q,qo, F,d) i zbioru S C Q, przez csync(S) (,zbidr sléw
ostroznie synchronizujacych S”) oznaczmy zbiér takich stéw w € ¥* ze dla kazdego ¢ € S
wartosé 3(q7w) jest okreslona, oraz dla kazdych dwéch stanéw ¢, ¢’ € S zachodzi 3(q7w) =
3(q’7w). Zauwaz, ze definicja nie zalezy od wyboru stanéw qo i F' a tylko od zbioru stanéw
Q, od alfabetu ¥ i od funkcji przejscia .

Zadanie 34. Zalézmy, ze dla kazdego dwuelementowego S C Q zbidr csync(S) jest niepusty.
Czy wynika z tego, ze csync(Q) jest niepusty?

Zadanie 35. Niech A = (X, Q, qo, F, §) bedzie PDFA.

a. Zalézmy ze dla pewnego trzyelementowego S C Q zbidr csync(S) jest niepusty. Pokaz,
7e w takim razie istnieje w € csync(S) o dtugosci nie wiekszej niz 2|Q|3.

b. Udowodnij, ze jesli zbiér csync(Q) jest niepusty, to zawiera on jakies stowo o dlugosci
nie wigkszej niz 2lel,

Zadanie 36. (za 3 punkty - kazda wersja za punkt) Udowodnij, ze dla kazdego (dostatecznie
duzego) n istnieje PDFA A = (2, Q, qo, F, ), taki ze |Q| = n i ze...

Wersja M. ...istnieje trzylelementowy S C @ taki ze zbiér csync(S) jest niepusty ale nie
zawiera stowa krétszego niz n®/10000.

Wersja L. ...csync(Q) jest niepusty ale nie zawiera slowa krétszego niz p(n), gdzie p jest
dowolnym, ustalonym wczesniej, wielomianem. Zaktadamy, ze ¥ = {0, 1, 2}.

Zadanie 191. W tym Zadaniu zakladamy ze elementy zbioru X kolorowane sa po kolei, tak
jak kazde porzadek <x, i kolorowane sa w zasadzie przez Ewe, z tym ze dwa wybrane przez
siebie wierzcholki koloruje Adam, przy czym informuje on Ewe o swoim zamiarze pokoloro-
wania wierzchotka dopiero gdy kolej kolorowania przypada na ten wierzcholek. Gdy wszystkie
wierzcholki sa pokolorowane, gra sie konczy.

Zadanie 192. Teraz zakladamy ze elementy zbioru X kolorowane sa po kolei, tak jak kazde
porzadek <y, nieparzyste przez Ewe, parzyste przez Adama. Gdy wszystkie wierzcholki sa
pokolorowane gra si¢ konczy.

Zadanie 193. A w tym Zadaniu zakladamy, ze elementy zbioru X sa po kolei przemalowywa-
ne (na nowy, lub ten sam kolor), tak jak kazde porzadek <x, nieparzyste przez Ewe, parzyste
przez Adama. Gdy dojda do ostatniego elementu zbioru X wracaja do poczatku, przemalo-
wujac wierzchotki. I tak do konca $wiata. Uwaga: kompletne rozwigzanie tego zadania moze
by¢ dlugie. Nalezy sie ograniczyé do pokazania gléwnych pomystow rozwigzania.

Zadanie 194. Gre w kompromis definiujemy, na potrzeby tego zadania, nastepujaco. Plan-
sze do gry stanowi skierowany graf dwudzielny (V, E) (gdzie V = L U P jest podzialem V'
wynikajacym z dwudzielnosci grafu; zakladamy ponadto, ze minimalny stopien wyjsciowy
wierzcholka jest > 2), z wyréznionym wierzcholkiem ¢y € L zwanym poczatkowym, i ze zbio-
rem W C L, zwanym zbiorem pozycji wygrywajacych. W kompromis graja dwaj gracze, £ i
‘P, wykonujacy ruchy na przemian.

Protokét ruchu gracza L jest nastepujacy. Zastaje on plansze z kamieniem umieszczonym
w jakim$ wierzcholku s € L. Nastepnie wybiera dwa rézne wierzchotki ¢1,t € P takie, ze
zachodzi E(s,t1) 1 E(s, t2) i méwi: wybierz sobie bracie, gdzie cheesz bym si¢ ruszyl. Jego prze-
ciwnik wybiera jeden sposrod wierzchotkéw t1,ta, a gracz £ przesuwa tam kamien. Protokél
ruchu gracza P jest analogiczny, z tym ze zamienione sg role zbioréw P i L.

Na poczatku gry kamien lezy w cg, zatem pierwszy ruch wykonuje gracz £. Gra konczy
sie zwyciestwem gracza P gdy uda mu sie postawi¢ kamien w wierzchotku nalezacym do W.
Gra koniczy sie zwyciestwem gracza L jesli gracz P nie wygra w ciagu 2|V| ruchéw.

Jaka jest zlozonosé problemu rozstrzygniecia, dla danej planszy do gry w kompromis,
ktéry z graczy ma w niej strategie wygrywajaca?

Zadanie 195. Udowodnij, ze problem, czy dane wyrazenie regularne opisuje wszystkie stowa
nad danym alfabetem, jest w PSPACE.

Zadanie 196. Udowodnij, ze problem rozstrzygania prawdziwosci formut o postaci
Az Azs ... A2y, &

jest w PSPACE. Zmienne x1, 9, ..., x; przebiegaja tu zbiér {0, 1, 2}. Kwantyfikator 3! ozna-
cza istnieje dokladnie jeden, zas ¢ jest formula bez kwantyfikatoréw ze zmiennymi z1, 3 . . .,Zp,
zbudowana przy pomocy spéjnikow boolowskich i symboli arytmetyki modulo 3, to znaczy
symboli dodawania i mnozenia modulo 3, symbolu réwnoéci i statych {0, 1,2}. Jak zmieniloby
sie rozwigzanie gdyby zmienne przebiegaly zbiér {0,1} a arytmetyka byla modulo 2?7
Wskazéwka: uwazag!

Zadanie 197. Jaka jest zlozono$¢é problemu istnienia, dla danej formuty boolowskiej ¢ w
postaci 2CNF warto$ciowania spelniajacego ¢ i przyporzadkowujacego wartosé logiczna 1
przynajmniej trzem sposrod zmiennych wystepujacych w ¢?

Zadanie 198. (za 2 punkty) Udowodnij, ze sa jezyki rekurencyjne, ktére nie sa w PSPACE.
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e Mojra moze mu przerwaé ile razy chee?

Zadanie 186. (za 2 punkty) Rozwazmy ponownie sytuacje opisang w Zadaniu 185. Jaka jest
zlozono$¢ problemu rozstrzygniecia, dla danej formuly ¢, czy Patrokles moze spelnié ja bez
wzgledu na wybory Mojry jesli Mojra moze mu przerwaé w sumie nie wiecej niz n/2 razy?
Wskazéwka: sowy tym razem sq tym czym sie wydajg. Tylko jak to udowodnié?

W kolejnych trzech zadaniach rozwazamy dziwaczna gre miedzy dwoma graczami, Bolkiem
i Olkiem. Dana jest formula zdaniowa ¢, ktérej ze zmiennymi zdaniowymi p1, g1, 92,42 - - - Pns Gn-
Gracze na przemian wartosciuja zmienne — w i-tym ruchu gry zmienna p; wartosciuje Bo-
lek, a nastepnie zmienng ¢; wartosciuje Olek. Powstaje w ten sposéb pewne warto$ciowanie
o:{p1,q1,02,42 .. Dn, g} — {0,1} i Bolek wygrywa gre jesli 6(¢) = 1. W kazdym z zadan
pytamy jaka jest zlozono$é problemu rozstrzygniecia, dla danej formuly ¢, czy Bolek ma
strategie wygrywajaca w tej dziwacznej grze, jesli dodatkowo zalozymy, ze:

Zadanie 187. W ciagu calej gry kazdemu z graczy wolno tylko co najwyzej trzy zmienne
zwartos$ciowaé jako zero.

Zadanie 188. Liczba jedynek w ciagu (0(q;))i=1.., moze si¢ réznié co najwyzej o 1 od liczby
jedynek w ciggu (o(p;))i=1..n. W przeciwnym razie Olek przegrywa bez wzgledu na to czy
5(6) = 1.

Zadanie 189. Wartos¢ jaka Olek nadaje zmiennej ¢; nigdy nie moze by¢ wieksza niz wartosé
jaka Bolek nadal wlasnie zmiennej p;, za$ warto$é jaka Bolek nadaje zmiennej p; (dla p > 2)
nigdy nie moze by¢ mniejsza niz wartosé¢ jaka Bolek nadal wlasnie zmiennej g;—;.

Zadanie 190. Rozwazmy nastepujaca jeszcze bardziej dziwaczng gre miedzy dwoma gracza-
mi, Bolkiem i Olkiem. Dana jest formuta zdaniowa ¢, ktérej zbiér zmiennych zdaniowych
to p1,p2, ... Pn. Plerwszy ruch nalezy do Bolka. Gracz ktéry wykonuje i-ty ruch wartosciu-
je zmienna p;. Jesli zwartoéciowal ja jako 0, to i+1-szy ruch réowniez nalezy do niego. Jesli
natomiast zwartosciowal ja jako 1, to i+1-szy ruch nalezy do przeciwnika.

Bolek wygrywa gre, jesli po n ruchach formula ¢ (juz teraz bez zmiennych, bo wszystkie
zostaly zwartoSciowane) jest prawdziwa. W przeciwnym razie wygrywa Olek.

Jaka jest ztozono$¢ problemu rozstrzygniecia, dla danej formuly ¢, czy Bolek ma strategie
wygrywajaca w jeszcze bardziej dziwacznej grze?

W Zadaniach 191-193 Ewa gra z Adamem w Szanowanie Relacji. W Zadaniach 191 i 192
instancja gry zadana jest przez:
e zbiér X z relacja E C X4,
e porzadek liniowy <x, na zbiorze X;
e zbiér K koloréw z relacja R C K*.
W Zadaniu 193 czedcia instancji jest réwniez:
e funkcja f: X — K (czyli kolorowanie wierzcholkow hipergrafu [X, E])

Dla danej funkcji f : X — K powiemy ze f szanuje relacje R gdy dla kazdych x1, z2, 23,24 €
X, jedli zachodzi E(x1,x9,x3,x4) to zachodzi réwniez R(f(x1), f(x2), f(x3), f(x4)).

W kazdym zadaniu gracze beda wspélnie konstruowaé funkcje f. Celem Ewy bedzie za-
pewnienie, ze po zakonczeniu gry (w Zadaniach 191 i 192) lub w kazdym momencie gry (w
Zadaniu 193) funkcja f bedzie szanowala relacje K. Celem Adama bedzie doprowadzenie do
tego, by na koncu gry (w Zadaniach 191 i 192) lub w pewnym momencie gry (w Zadaniu 193)
funkcja f nie szanowala relacji K. W kazdym z zadan nalezy rozstrzygnaé jaka jest zlozonosé
problemu istnienia strategii wygrywajacej dla Ewy.
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Wersja XL. ...csync(Q) jest niepusty ale nie zawiera slowa krétszego niz p(n), gdzie p
jest dowolnym, ustalonym wczesniej, wielomianem. Zakladamy, ze ¥ = {0,1}.
Wskazowka. Rozwigzujac wersje M warto moze pamigtaé, Ze miedzy kazdym naturalnym k a
2k znajdzie sie liczba pierwsza. Rozwigzujgc wersje L i XL warto byé moze wiedzied, ze suma
pierwszych n liczb pierwszych jest zawsze mniejsza niz n®logn, zas ich iloczyn zawsze jest
wickszy od 27108,

7 Relacje automatyczne

Zdefiniujmy funkcje [ : {0,1}* — N jako: I(e) = 0, {(0w) = 2l(w), {(1w) = 2l(w) + 1.
Dla liczby naturalnej k zdefiniujmy %, = {0, 1}*. ) _
Dla liczb naturalnych j < k zdefiniujmy funkcje IT, : £} — {0,1}* jako: IT}(¢) =,
I ({a1, as, . . . aj, . .. ap)w) = a;I, (w), gdzie (a1, az,...qa;,...a;) € Sy.
Relacje R C N* nazwiemy na tej liscie zadai automatyczng, jedli jezyk Lp zlozony z tych
stéw w € ¥}, dla ktérych zachodzi R(I(IT}(w)), (T2 (w)), ... [(TTE (w))), jest regularny.

Zadanie 37. Czy relacja dodawania jest automatyczna? Przez relacje dodawania rozumiemy
tu {{a,b,c) e N3:a+b=c}.

Zadanie 38. Czy relacja mnozenia jest automatyczna? Przez relacje mnozenia rozumiemy
tu {(a,b,c) € N3:ab=c}.

Zadanie 39. Udowodnij, ze rzut relacji automatycznej jest relacja automatyczna. Innymi
stowy, jesli R C NF jest relacja automatyczna, to réwniez relacja R’ = {r € NF=1 : Im ¢
N (r,m) € R} jest relacja automatyczna (dla uproszczenia mozesz przyjaé, ze k = 2).

8 Gramatyki bezkontekstowe i automaty ze stosem

Zadanie 40. Zbuduj automat ze stosem rozpoznajacy jezyk dobrze rozstawionych nawiasow
dwéch rodzajow generowany przez gramatyke:
S — SS[(9)|[S]le

ktéra ma jeden symbol nieterminalny S i cztery symbole terminalne (,),[,]-

Zadanie 41. Zbuduj gramatyke bezkontekstowa generujaca jezyk:
L ={w e {0,1}*: |wlp = 2|w|i A |w]|; jest liczba parzysta}.

Zadanie 42. Czy jezyk L = {w € {0,1}* : |w|o < |w|1 < 2|w]o} jest bezkontekstowy?

Zadanie 43. Czy jezyk L = {w € {0,1}* : 3n € N 2n|w|p < |wji < (2n + 1)|w|o} jest
bezkontekstowy?

Zadanie 44. Pokaz, ze L C {0}* jest bezkontekstowy wtedy i tylko wtedy gdy jest regularny.

Zadanie 45. Niech G bedzie gramatyka generujaca poprawnie zbudowane formuly rachunku
zdaf ze zmiennymi zdaniowymi p i ¢. Symbolami terminalnymi w G sa p,q,(,), 0, =, zas
produkcjami S — =S|(S = S)|p|q

Znajdz gramatyke w postaci normalnej Chomsky’ego generujaca ten sam jezyk.

Zadanie 46. Czy jezyk L3 = {w € {0,1,2}* : =3z € {0,1,2}* w = xzz} jest bezkontekstowy?



Zadanie 47. Czy dopelnienie jezyka L3 z poprzedniego zadania, jezyk Ly = {w € {0,1,2}*:
Jz € {0,1,2}* w = zx} jest bezkontekstowy?

Wskazéwka: (1) rozwaz jezyk Ly N L gdzie L = Lo+10+10*10%1-

(2) Skorzystaj z lematu o pompowaniu, pamietaj ze podzial w = sztyx, ktdrego istnienie
postuluje lemat jest taki, ze |zty| < ¢, gdzie ¢ jest stalq z lematu.

Zadanie 48. Zbuduj NDPDA i gramatyke bezkontekstowa G dla jezyka {0,1}* — {www :
w € {0,1}*}.

Zadanie 49. (Za 3 punkty, chyba bardzo trudne, bo nie umiem go rozwiazac) Czy istnieje
gramatyka bezkontekstowa generujaca zbiér tych sléw nad alfabetem {0,1}, ktére nie sg
postaci vww dla zadnych stéw w, v, takich ze |v| = |w|?

Zadanie 50. Czy jezyk L = {0"1”2 :n € N} jest bezkontekstowy?

Zadanie 51. Czy zbidr takich sléw nad alfabetem {0, 1}, ktére maja parzysta dlugosé, i w
ktérych pierwszej polowie jest przynajmniej tyle samo jedynek, co w drugiej polowie, jest
bezkontekstowy?

Zadanie 52. Wiadomo z jednego z poprzednich zadan, ze jesli jezyk L C ¥* jest regularny,
to réwniez jezyk L/2 = {w € ¥* : Jv € ¥* |w| = |v| Awv € L} jest regularny.

Pokaz, ze podobna implikacja nie zachodzi dla jezykéw bezkontekstowych. To znaczy
istnieje taki CFL L, dla ktérego L/2 nie jest CFL.

9 Transducery

e Transducer Moore’a to krotka (X, 34, Q, qo, 0, 0) gdzie (£,Q, qo,0,0) jest DFA (z pustym
zbiorem stanéw akceptujacych) i gdzie o : @ — X7 dla pewnego alfabetu ¥q. Jedli T =
(2,21, Q, q0,9, o) jest transducerem Moore’a to fr : £* — X7 jest zdefiniowana jako fr(e) =
¢ oraz fr(wa) = (fr(w))o(0(wa, q)).

e Transducer Mealy’ego zdefiniowany jest analogicznie, z ta réznicg ze o : Q X ¥ — X
oraz fr(wa) = (fr(w))o(d(w, ), a).

e Transducery T i T' sa réwnowazne jesli funkcje fr i frv sa réwne.

e Dla jezykéw A C ¥* i B C 37 definiujemy A <,¢¢ B jedli istnieje transducer T' (Moore’a
lub Mealy’ego) taki ze dla kazdego w € ¥* zachodzi w € A w.t.w. gdy fr(w) € B.

Zadanie 53. Pokaz ze dla kazdego transducera Moore’a istnieje réwnowazny transducer Me-
aly’ego. Pokaz ze dla kazdego transducera Mealy’ego istnieje réwnowazny transducer Moore’a.

Zadanie 54. Pokaz ze jesli A <;oy B i B jest regularny to A tez.

Zadanie 55. Pokaz ze dla kazdego n istnieje transducer Mealy’ego T = (X, %4, Q, qo, 6, 0)
taki ze |Q| = |Z| = n i ze kazdy transducer Moore’a réwnowazny T ma przynajmniej n?
stanow.

Zadanie 56. Niech A C {(,),[,],(,)}* bedzie jezykiem poprawnie rozstawionych nawiaséw
trzech rodzajéw zas§ B C {(,),[,]}* jezykiem poprawnie rozstawionych nawiaséw dwéch ro-
dzajéw. Pokaz ze A <;ey B. Wskazowka: kazde stowo produkowane przez o ma sie skladac z
dwaoch symboli.

Zadanie 178. Jaka jest na Nijak zlozonos¢ problemu spehialnosci formut w postaci 3CNFE?
W zadaniu tym zakladamy, ze literalami sa zmienne i negacje zmiennych, ale nie sa nimi
state T,F i M.

Zadanie 179. Jaka jest ztozono$¢ problemu rozstrzygniecia, dla danej formuly w postaci
2CNF, czy istnieje wartociowanie spelniajace przynajmniej 3/4 wszystkich klauzul w tej
formule?

Zadanie 180. Jaka jest zlozono$¢ problemu rozstrzygniecia, dla danej formuly w posta-
ci 2CNF, czy istnieje warto$ciowanie spelniajace przynajmniej 3/4 sposréd pierwszych stu
klauzul w tej formule, oraz wszystkie pozostale?

Zadanie 181. Melmazelon z planety Melmak umie odpowiedzie¢, zawsze zgodnie z prawda,
na jedno pytanie o spelnialno$é formuly boolowskiej. Dokladniej méwiac, melmazelon pozera
formule, po czym, jesli formula jest spelnialna to robi sie caly seledynowy, za$ jesli jest
niespelnialna robi sie caly pomaranczowy. Po czym, w obu przypadkach, rusza tak $miesznie
tapkami i zaraz zdycha.

Oznaczmy przez PTIMEM klase probleméw, ktére mozna rozwiazaé w deterministycz-
nym czasie wielomianowym kosztem jednego melmazelona. To znaczy takich probleméw, dla
ktérych istnieje wielomianowy algorytm, dzialajacy w czasie wielomianowym, zadajacy, w
trakcie swojego dzialania, co najwyzej jedno pytanie do melmalezona o spelnialno$é jakiej$
formuly, i uzalezniajacy dalsze dzialanie od odpowiedzi na to pytanie.

Czy PTIMEM = NPU co-NP? Zakladamy, ze co-NP# NP # PTIME.

Zadanie 182. Cgzy istnieje jezyk L € PTIME, ktory nie daje sie rozpoznawac, na maszy-
nie Turinga, w czasie kwadratowym ? (Przez czas kwadratowy rozumiemy czas ograniczony
przez c(n?+1) gdzie n jest wielko$cia wejécia a ¢ pewna stala niezalezna od wielko$ci wejscia).

17 O teoretycznych klopotach kryptografii

Zadanie 183. (za 2 punkty) Funkcja réznowartosciowa f : N — N i taka, ze dla kazdego n
zachodzi |n| = |f(n)| jest jednostronna jedli istnieje wielomianowy algorytm obliczajacy f,
ale nie ma wielomianowego algorytmu obliczajacego f~'. Pokaz, ze jesli istnieje jakas funkcja
jednostronna to NP N co-NP # PTIME.

Wskazéwka: Rozwaz zbior {{(z,y) : f~1(z) < y}.

Zadanie 184. Niech f : {0,1}* — {0, 1}* bedzie bijekcja obliczalng w czasie wielomianowym.
Czy wynika z tego, ze f~! tez jest bijekcjg obliczalng w czasie wielomianowym?

18 Problemy byé moze nie nalezgce do klasy NP

Zadanie 185. Patrokles, majac dana formule boolowska ¢, taka ze Var(¢) = {p1,p2,...pn}
prébuje ja spelié. W tym celu wartosciuje zmienng pq, potem zmienng po itd. Ale gdy roz-
waza zwartosciowanie kolejnej zmiennej, niech to bedzie pg, przerwaé mu moze Mojra, i rzec:
pozwdl kolego Ze py to ja zwartosciuje mie ty. I tak jak rzecze, uczynié¢. Po czym wszystko
wraca do normalnego biegu rzeczy, to znaczy Patrokles bierze sie za zmienng py..

Nie trzeba dodawaé, ze Mojra dazy do tego zeby formula pozostala niespelniona. Jaka jest
zlozonos¢ problemu rozstrzygniecia, dla danej formuly ¢, czy Patrokles moze spelnié ja bez
wzgledu na wybory Mojry, gdy:

e Mojra moze mu przerwaé (i zwarto$ciowaé kolejna zmienna) w sumie najwyzej trzy razy?



ktérych to pokrycie sie sklada. Dla grafu G przez o(G) oznaczmy, w kolejnych trzech zada-
niach, minimalna moc pokrycia cyklowego G (poniewaz wierzcholek jest sam w sobie cyklem,
wiec liczba o(G) jest zawsze okredlona i nie wieksza od liczby wierzchotkéw G).

Zadanie 169. Niech ¢ > 3. Jaka jest zlozonos$¢ problemu stwierdzenia, dla danego grafu G,
czy 0(G) < n/e, gdzie n to liczba wierzchotkéw G?

Zadanie 170. Zalézmy, ze istnieje wielomianowy algorytm, ktéry dla kazdego grafu G ta-
kiego ze o(G) = 1 zwraca pokrycie cyklowe G skladajace sie z nie wiecej niz dwéch cykli.
Pokaz, ze w takim razie P=NP.

Zadanie 171. Pokaz, ze jesli P jest rézne od NP to funkcja o(G) nie moze by¢, przez zaden
wielomianowy algorytm, aproksymowana z dokladnoscia do stalej multiplikatywnej. Méwiac
doktadniej, pokaz ze nie istnieje wtedy wielomianowy algorytm M 1i liczba ¢ > 0 taka, ze dla
kazdego grafu G algorytm M uruchomiony dla G zwréci jego pokrycie cyklowe o mocy nie
wickszej niz co(G).

Zadanie 172. Instancja problemu NAE-SAT (Not All Equal SAT) jest formula boolowska
w postaci 3CNF. Formula nalezy do NAE-SAT jesli istnieje warto$ciowanie zmiennych, przy
ktérym kazda z klauzul jest spelniona, ale w kazdej jest przynajmniej jeden falszywy literal.

Pokaz, ze 3COL<p NAE-SAT.

Zadanie 173. Jaka jest zlozonosé problemu istnienia takiego kolorowania wierzchotkéw da-
nego nieskierowanego grafu G dwoma kolorami, przy ktérym nie powstaje zaden trojkat o
wszystkich trzech wierzcholkach tego samego koloru? Przez tréjkat rozumiemy tu 3-klike w
grafie G.

Zadanie 174. Czy odpowiedZ na pytanie z poprzedniego zadania zmieni sig, jesli ograniczy-
my sie do instancji problemu bedacymi grafami 4-kolorowalnymi ?

Zadanie 175. Problem wesolego dwukolorowania zdefiniujemy w tym zadaniu nastepujaco.
Instancja problemu jest graf nieskierowany. Pytamy, czy da sie pokolorowaé wierzcholki tego
grafu dwoma kolorami w taki sposéb, aby kazdy wierzcholek mial wéréd swoich sasiadow
przynajmniej po jednym wierzchotku kazdego koloru. Pokaz, ze problem wesolego dwukolo-
rowania jest NP-zupelny.

Wskazowka: Wolno skorzystaé z NP-zupeino$ci problemu not-all-equal-3-SAT. Instancjami te-
go problemu sq formuly w postaci 3-CNF, a pytamy, czy istnieje takie wartosciowanie zmien-
nych, ze w kazdej klauzuli jest przynajmniej jeden literal zwarto$ciowany jako prawdziwy i
przynajmniej jeden literat zwartosciowany jako falszywy.

Na planecie Nijak uzywa sig logiki o trzech warto$ciach: T (prawda), F (falsz) i M (mhm).
Spoéjniki logiczne V, A i = sa dla wartosci T' i F okreslone tak jak na Ziemi, ~(M) = M, za$
Vi A sgsymetrycznei MV M =MAM=M,TVM=TANM=TiFVM=FANM=F.
Definicje postaci CNF, 2CNF itd. sa na Nijak takie same jak na Ziemi. Podobnie, formula
jest na Nijak spelnialna jesli istnieje wartoSciowanie zmiennych przy ktérym ma ona wartosé
logiczna T

Zadanie 176. Jaka jest na Nijak zlozono$¢ problemu spelnialnosci formut w postaci 2CNF?

Zadanie 177. Jaka jest na Nijak zlozono$é problemu spelnialnosci formut w postaci 3SCNF?
W zadaniu tym zakladamy, ze literalami sa zmienne, negacje zmiennych, oraz state T,F i M.
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10 Roézne zadania o jezykach regularnych i bezkontekstowych

10.1 Automaty z restartem

Przez staby automat skonczony z restartem bedziemy w tym rozdziale rozumieli au-
tomat, podobny do DFA, ale majacy zbiér stanéw poczatkowych qo,...qx—1, oraz (oprécz
normalnych dla DFA instrukcji) instrukcje typu ,jesli w stanie ¢ widzisz a to restart”. Au-
tomat napotkawszy taka instrukcje uruchomi si¢ ponownie (wezytujac stowo wejsciowe od
poczatku) w stanie poczatkowym gimedr gdzie i jest liczba dotychczasowych restartéw (wli-
czajac aktualny). Pierwsze uruchomienie automatu nastepuje w stanie go.

Przez staby automat ze stosem z restartem bedziemy rozumieli analogicznie zdefinio-
wany deterministyczny automat ze stosem (przy kazdym restarcie stos zostaje oprézniony).

Zauwaz, ze automat restartujac traci cata wiedze jaka uzyskal w trakcie swojego dzialania,
oprocz wiedzy o liczbie dotychczasowych restartéw. Zauwazmy tez, ze jesli liczba restartéw
przekroczy k to automat sie zapetli i na pewno nie zaakceptuje stowa wejsciowego. Umawiamy
sig, ze takie slowo jest odrzucane.

Przez mocny automat skonczony z restartem bedziemy rozumieli automat podob-
ny do slabego automatu skoniczonego z restartem, ktorego funkcja przejscia ma dodatkowy
argument, méwiacy czy aktualnie wezytywany symbol jest ostatnim symbolem stowa (dzigki
czemu koniec stowa automatu nie zaskoczy — zawsze bedzie wiedzial, ze nadeszla ostatnia
chwila, zeby sie zrestartowac).

Zadanie 57. Pokaz, ze istnieje staby automat ze stosem z restartem rozstrzygajacy jezyk
spoza klasy CFL.

Zadanie 58. Pokaz, ze kazdy jezyk rozpoznawany przez jakis mocny automat skofczony z
restartem jest regularny.

Zadanie 59. Pokaz, ze dla kazdego n € N istnieje jezyk L, dajacy si¢ rozstrzygaé niede-
terministycznym automatem skonczonym o n stanach, ale wymagajacy slabego automatu
z restartem o wykladniczej wzgledem n liczbie stanéw. Wskazdwka: nie bedzie dla nikogo
zaskoczeniem ze kandydatem na L, jest {wlv € {0,1}* : |v| =n — 1}.

Zadanie 60. Czy jezyk L, ze wskazéwki do Zadania 3 daje sie rozstrzyga¢ mocnym auto-
matem skonczonym z restartem o liczbie stanéw wielomianowej wzgledem n?

Zadanie 61. Pokaz, ze dla kazdego n istnieje jezyk S, dajacy sie rozstrzygaé¢ stabym au-
tomatem z restartem o n stanach, ale wymagajacy DFA o wykladniczej wzgledem n liczbie
stanow.

Uwaga: Autorzy zadan nie umieli znalez¢é odpowiedzi na pytanie, czy kazdy jezyk dajacy
sie rozstrzygaé¢ NFA o n stanach daje sie réwniez rozstrzygaé¢ mocnym automatem skonczonym
z restartem o wielomianowej wzgledem n liczbie stanéw.

10.2 Splecenie i podobne pojecia

Zadanie 62. (za 2 punkty) Splecenie definiujemy w tym zadaniu jako najmniejszg relacje
ternarna na stowach nad pewnym ustalonym alfabetem A spelniajace warunki:

e spleceniem stowa pustego ze stowem pustym jest stowo puste;

o jesli w jest spleceniem slowa s ze stowem ¢, to jest rowniez spleceniem stowa ¢ ze stowem s;
o jesliv =at, a € Aiw jest spleceniem stowa s ze stowem ¢ to aw jest spleceniem stowa s
ze stowem v.



Dla danych dwéch jezykéw Ly, Ly € A* zdefiniujmy ich splecenie jako zbiér wszystkich
w, ktére sa spleceniami pewnego s € Ly z pewnym ¢t € Lo.
Czy splecenie dwoch jezykoéw regularnych zawsze jest jezykiem regularnym?
Czy splecenie dwoch jezykow bezkontekstowych zawsze jest jezykiem bezkontekstowym?

Niech A bedzie skoficzonym alfabetem i niech L C A*. Przez Lustro(L) bedziemy w ko-
lejnych trzech zadaniach (i ani chwili dtuzej) rozumieli jezyk {wv® € A* : wv € L}

Zadanie 63. Pokaz, ze jesli L jest regularny, to Lustro(L) réwniez jest regularny.

Zadanie 64. Pokaz, ze deterministyczny automat skoficzony rozpoznajacy jezyk Lustro(L)
moze potrzebowaé liczby standéw wyktadniczo wiekszej niz deterministyczny automat skon-
czony rozpoznajacy jezyk L.

Zadanie 65. Czy teza Zadania 63. pozostanie prawdziwa, jesli oba wystapienia stowa ,re-
gularny” zmienimy w nim na ,bezkontekstowy”?

Przez jezyk rodzynkowy bedziemy przez chwile (to znaczy w kolejnych trzech zadaniach i
ani chwili dluzej) rozumieé jezyk bedacy podzbiorem Lgpgs.

Dla danego jezyka regularnego L napis i(L) bedzie oznaczal na tej liScie indeks jezyka L,
czyli minimalna liczbe stanéw deterministycznego automatu rozpoznajacego L.

Zadanie 66. Czy istnieje jezyk rodzynkowy L taki, ze L* jest bezkontekstowy ale nie jest
regularny?

Zadanie 67. Dla ustalonego n naturalnego niech L, bedzie jezykiem skladajacym sie ze
wszystkich stéw postaci a’ba?, gdzie 0 < 4,5 < 2n oraz |i — j| < 1. Udowodnij, ze i(L%)
szacuje si¢ (z dokladnoécia do stalej multiplikatywnej) przez n?.

Wskazowka: Warto rozwazyé stowa postaci ak(baQ")l, dla odpowiednich liczb k i 1.

Zadanie 68. Udowodnij, ze dla kazdego naturalnego n istnieje jezyk rodzynkowy L, taki
ze i(LnLy) > ¢2'(Ly,), gdzie ¢ jest pewng stala niezalezna od n. Jesli nie potrafisz pokazaé
takiego wykladniczego dolnego ograniczenia na wzrost i(Ly Ly,), to dostaniesz punkty réwniez

za inne ograniczenie, jedli nie bedzie mniejsze niz ci(Ly,)3.

10.3 Jeszcze inne zadania

Zadanie 69. Na wykladzie udowodnili$my, Ze rozszerzenie definicji automatu skonczonego
o mozliwosé poruszania si¢ po slowie wejSciowym w obie strony nie zmieni klasy rozpozna-
wanych jezykéw. Czy podobnie jest w przypadku automatéw ze stosem? Moéwiac doktadniej,
rozwazamy automaty, ktérych relacja przejécia zawiera sie w

(@xTxU)x(QxU*x{L,R})

gdzie Q jest skoficzonym zbiorem stanéw (,w jakim stanie jestem”), T jest zbiorem symboli
tasmowych (,,co widze na tasmie”), U zbiorem symboli stosowych (z analogicznymi jak dla
zwyklych automatow ze stosem zalozeniami dotyczacymi symbolu dna stosu), za$ L i R na-
lezy rozumie¢ jako instrukcje ,idz w lewo” i ,idZ w prawo”. Automaty takie sg uruchamiane
dla stéw, ktérych koniec i poczatek zaznaczone sa dodatkowym symbolem tasmowym, nie
wystepujacym wewnatrz stowa. Czy kazdy jezyk jaki mozna rozpoznaé przy pomocy takie-
go automatu jest bezkontekstowy? Wskazdwka: wystarczy rozwazaé takie deterministyczne
automaty akceptujgce po osiggnieciu jakiegos konicowego stanu akceptujgcego.
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Zadanie 161. Przykladem problemu pokrycia zbioru podzbiorami roztacznymi (PZPR) jest
skoficzona rodzina A = {Aj, Aa, ..., Ay} skoficzonych zbioréw. A € PZPR jedli istnieje
rodzina B C A zbioréw roztacznych, taka ze suma wszystkich zbior6w z B jest réwna sumie
wszystkich zbioréw z A. Udowodnij, ze 3SAT<,PZPR.

Wskazowka: pokaz, Ze 3SAT3 <,PZPR gdzie 3SATs3 to problem spetnialnosci dla formut
w postaci SCNF w ktérych kazda zmienna wystepuje co najwyzej 3 razy.

Zadanie 162. Jaka jest zlozono$¢ problemu istnienia, dla danej formuly boolowskiej w posta-
ci CNF, wartosciowania przy ktérym w kazdej klauzuli wszystkie literaly przyjmuja wartosé
1 albo wszystkie literaly przyjmuja wartosé 07

Zadanie 163. Jaka jest zlozonosé nastepujacego problemu: Dany graf nieskierowany. Czy
istnieje taki sposéb pokolorowania jego krawedzi dwoma kolorami, czerwonym i niebieskim,
aby kazda krawedz byta pokolorowana i aby nie pojawil si¢ zaden niebieski cykl nieparzystej
dlugoéci ani zaden czerwony cykl nieparzystej dlugosci?

W pewnej Wzorowej Demokracji odbytly si¢c wybory, w wyniku ktérych do parlamentu
weszla pewna liczba partii. Zadna z nich nie uzyskala wiekszoéci, konieczne stalo sie zatem
wytonienie koalicji rzadowej dysponujacej wiecej niz potowa glosow. Kazda z partii ztozyta w
zwigzku z tym o$wiadczenie o nastepujacej formie: wejdziemy do koalicji wtedy i tylko wtedy
gdy otrzymamy nastepujgce stanowiska: lista stanowisk. Listy stanowisk zadanych przez partie
przecinaja sie czasem niepusto, a partie w swych zadaniach sa nieugiete.

Oznaczmy przez KOAL problem istnienia wigkszosciowej koalicji, przy ktérej mozna za-
spokoi¢ oczekiwania tworzacych ja partii. Dane stanowi tu lista partii, wraz z ilo$cia man-
datéw jakimi kazda partia rozporzadza i lista stanowisk jakich si¢ domaga. Przez K OAL}
oznaczmy wariant problemu KOAL, w ktérym kazda partia moze zadaé co najwyzej i sta-
nowisk, a kazdego stanowiska zada co najwyzej j partii (brak ktéregosé¢ z indekséw oznacza,
ze nie ograniczamy tego parametru).

Zadanie 164. Jaka jest zlozonosé problemu KOALs?
Wskazowka: Wolno skorzystaé z NP-zupetno$ci problemu istnienia, w grafie nieskierowa-
nym o n wierzcholkach, zbioru wierzcholkéw niezaleznych o mocy n/4.

Zadanie 165. Jaka jest ztozonogé problemu KOAL3?
Zadanie 166. Jaka jest ztozonogé problemu KOAL3?

Komentarz: Nie potrafilem niestety rozstrzygnaé jaka jest ztozono$é proble-
mu KOAL?. Dlatego pomy$latem, ze moze lepiej bedzie, je$li nie umieszcze tu
takiego zadania.

Zadanie 167. Jaka jest zlozonos¢ problemu 3-kolorowania grafow, jesli ograniczymy sie do
graféw o stopniu wierzchotkéw réwnym co najwyzej 47

Zadanie 168. Przez liczbe chromatyczng grafu nieskierowanego G = (V, E) rozumiemy naj-
mniejszg liczbe naturalng n dla ktérej istnieje funkcja I : V' — {1,2,...n} taka, ze zachodzi
formula Vz,y € V. E(x,y) = l(z) # l(y). Liczbe chromatyczna grafu G oznaczamy przez
X(G). Udowodnij, ze jezeli istnieje wielomianowy algorytm ktéry, dla danego grafu G, zwrdci
zawsze jedna z liczb {x(G), x(G) + 1}, to PTIME=NP.

Przez pokrycie cyklowe nieskierowanego grafu G = (V, E) rozumieé bedziemy zbiér roz-
tacznych (wierzcholkowo) cykli o wierzchotkach w V' i krawedziach w E, taki, ze kazdy wierz-
cholek ze zbioru V nalezy do ktéregos z tych cykli. Moc pokrycia cyklowego to liczba cykli z
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Zadanie 150. (za 2 punkty) Udowodnij, ze problem cyklu Hamiltona jest NP-zupelny.

Zadanie 151. Problem komiwojazera jest taki: dany jest graf nieskierowany pelny, ktére-
go krawedzie etykietowane sa liczbami catkowitymi. Waga drogi w grafie jest definiowana
jako suma wag krawedzi nalezacych do tej drogi. Dana liczba k. Czy istnieje w grafie cykl
Hamiltona o wadze mniejszej niz k?

Pokaz, ze problem komiwojazera jest NP-zupelny. Wolno skorzysta¢ z NP-zupelnosci
problemu Hamiltona.

Zadanie 152. Pokaz, ze jesli istnieje wielomianowy algorytm wskazujacy, dla danego przy-
ktadu problemu komiwojazera, cykl nie wigcej niz dwa razy diuzszy od optymalnego, to
P =NP.

Wskazowka: Podobnie jak w poprzednim zadaniu trzeba sie odwolaé¢ do NP-zupelnosci
problemu Hamiltona.

Zadanie 153. Pokaz, ze jesli ograniczymy si¢ do przykladéw problemu komiwojazera, w
ktorych wagi krawedzi spelniajg nieréwnosé tréjkata, to znaczy dla kazdych wierzchotkdw
v1, v, v3 zachodzi d(vy, va) + d(va, v3) = d(v1,v3), to istnieje wielomianowy algorytm znajdu-
jacy cykl Hamiltona o wadze nie wigcej niz dwa razy wigkszej od optymalnej.

Zadanie 154. Udowodnij, ze problem komiwojazera pozostaje NP-zupelny, gdy ograniczy-
my sie do przykladéw, w ktérych funkcja wagi krawedzi d spelnia mocny warunek tréjkqta:
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).

Zadanie 155. Jaka jest zlozono$é problemu SATj, tzn. problemu spelnialnosci formut w
postaci CNF, w ktoérych zadna zmienna nie wystepuje wiecej niz 2 razy?

Zadanie 156. Udowodnij, ze problem istnienia w danym grafie o n wierzchotkach kliki
majacej n/2 wierzcholtkéw jest NP-zupelny.

Zadanie 157. (za 2 punkty) Udowodnij, ze jesli istnieje wielomianowy algorytm znajdujacy
w danym grafie klike wielkoéci co najmniej potowy kliki maksymalnej?, to istnieje réwniez
wielomianowy algorytm znajdujacy w danym grafie klike wielkoSci co najmniej 1/ V2 kliki
maksymalne;j.

Zadanie 158. Rozwazmy nastepujacy problem spelnialnosci dla zdecydowanej wigkszosci
klauzul: Dane rozne klauzule rachunku zdan ¢i, ¢a,. .., ¢,. Czy mozna podstawié¢ wartosci
0 i1 za zmienne zdaniowe tak aby wiecej niz 9/10 sposréd klauzul ¢q, ¢, ..., ¢, przyjela
wartosé logiczna 17 Udowodnij, ze problem spetnialnosci dla zdecydowanej wickszo$ci klauzul
jest NP-zupelny. Przypominam, ze klauzula nazywamy formule postaci iy VIa V...V, gdzie
l; sa literalami, to znaczy zmiennymi zdaniowymi lub ich negacjami.

Wskazowka: Skorzystaj z NP-zupelnosci SAT.

Zadanie 159. Niech KLIKA, bedzie problemem istnienia w danym grafie o n wierzchol-
kach kliki zawierajacej nie mniej niz n/c wierzchotkéw. Pokaz, ze dla kazdych c, ¢’ zachodzi
KLIKA, <,KLIKA..

Zadanie 160. Udowodnij, ze problem istnienia dla danego grafu nieskierowanego, takiego
kolorowania wierzchotkéw tego grafu trzema kolorami, aby kazdy wierzcholek sasiadowal z
co najwyzej jednym wierzchotkiem tego samego koloru, jest NP-zupelny.

3Nie wiemy czy istnieje taki algorytm.
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O jezyku A C ¥* powiemy, w kolejnych trzech zadaniach, ze jest konfluentny, jesli:
Yw,v € ¥* Jz € T* Yy € * (wry € A & vay € A).
O jezyku A C ¥* powiemy, ze jest jednostajnie konfluentny, jesli istnieje takie ¢ € N, ze:
Yw,v € ¥* Jz e ¥* (Jz| <c A Yy € ¥ (wzy € A & vay € A)).

Zadanie 70. Czy kazdy jezyk regularny jest konfluentny? Czy kazdy jezyk konfluentny jest
regularny?

Zadanie 71. Pokaz, ze jesli jezyk regularny jest konfluentny, to jest jednostajnie konfluentny.

Zadanie 72. Pokaz, ze istnieje konfluentny jezyk bezkontekstowy ktéry nie jest jednostajnie
konfluentny.

W kolejnych trzech zadaniach przyjmiemy ze ¥ = {a,b, ¢, d}. Niech P C ¥* x ¥* bedzie
okreslona — réwniez w kojenych trzech zadaniach — jako najmniejsza symetryczna relacja taka
ze:

— dla kazdego w € ¥* zachodzi P(w, ¢);
— dla kazdego a € ¥ i kazdych w,v € £* jesli P(w,v) to P(aw, av);

o przez Ly, gdzie L C X%, oznaczaé bedziemy jezyk:

{weX*:Fw vel AP(w,v) A |wl/|lv] =p/q}

Zadanie 73 (latwe). Niech L C ¥* bedzie regularny. Czy wynika z tego, ze:
a. jezyk L3/o jest regularny?
b. jezyk U2, Ly/; jest regularny?

Zadanie 74 (trudne, za 2 punkty). Pokaz ze istnieje takie ¢ > 0, ze dla kazdego m € N
istnieja n > m 1 L C ¥* takie, ze minimalny DFA rozstrzygajacy L ma n stanéw, zas kazdy
DFA rozstrzygajacy L, /2 Ta przynajmniej cn? stanéw.

Komentarz: ko uwazal na poprzednich éwiczeniach wie, Ze jesli L jest reqularny to Ly
Jjest réwniez reqularny. Konstrukcja deterministycznego automatu rozstrzygajgcego Ly o ktdrg
znam wymaga wyktadniczej, wzgledem n, liczby stanéw i nie wiem czy jest optymalna. W
zadaniu masz pokazac ze optymalna konstrukcja wymaga przynajmniej kwadratowej liczby
stanow.

Zadanie 75. Niech L C X* bedzie CFL. Czy wynika z tego, ze L34 jest CFL?

Jak kazdy pamigta, w Zadaniu 1 nalezalo udowodnié, ze jezyk £ = {vawc : v,w €
{a,b}*, |w| = 9} daje si¢ rozstrzygaé niedeterministycznym automatem skonczonym o 11
stanach, ale nie daje sie rozstrzygac¢ deterministycznym automatem o mniej niz 1024 stanach.
To zadanie, wraz z jego rozwiazaniem, warto mie¢ w gtowie przy okazji kolejnych trzech zadan.

Zadanie 76. Jak kazdy $wietnie pamieta, jezyk Ly, = {vw : v,w € {0,1}%,|v| = |w|,v #
w} jest bezkontekstowy. Daje si¢ go rozstrzygac niedeterministycznym automatem z jednym
licznikiem (to znaczy automatem ze stosem, ktérego alfabet symboli stosowych jest jednoele-
mentowy, je$li nie liczy¢ symbolu dna stosu). Pokaz, ze jezyka Ly, nie da si¢ rozstrzygaé
deterministycznym automatem z jednym licznikiem. Uwaga: To zadanie ma dwa rozwigzania,
nie wiadomo ktore jest bardziej “kanoniczne”.
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W kolejnych dwéch zadaniach rozwazamy Odrobinke Niedeterministyczne Automaty Skon-
czone (ONFA). Taki automat definiujemy sobie podobnie jak DFA albo NFA, jako krotke
(3,Q,Qo, F, ), gdzie &, Q, F' 1 § oznaczaja to co zawsze (0 : QXX — Q jest funkcja przejscia)
za$ Qo C @ jest zbiorem dopuszczalnych stanéw poczatkowych. Slowo w jest akceptowane
przez taki automat gdy istnieje go € Qo takie, ze 5(1107 w) € F.

Zadanie 77. Pokaz, ze istnieje ciag jezykéw {L;}ien 1 stale ¢, k > 0 takie, ze kazdy L; daje
sie rozstrzygaé przy pomocy ONFA o nie wiecej niz ki stanach, ale zaden L; nie daje sie
rozstrzygaé przy pomocy DFA o mniej niz 2% stanach.

Zadanie 78. Pokaz, ze istnieje ciag jezykéw {L;}ien 1 stale ¢,k > 0 takie, ze kazdy L;
daje sie rozstrzygaé przy pomocy NFA o nie wiecej niz ki stanach, ale zaden L; nie daje sie
rozstrzygaé przy pomocy ONFA o mniej niz 2 stanach.

W kolejnych dwéch zadaniach umawiamy sie, ze skonczony alfabet ¥ nie zawiera symbolu
f. Dla danego jezyka L C ¥* definiujemy Ly = {wfv : vw € L}.

Zadanie 79. Niech L bedzie jezykiem dobrze rozstawionych nawiaséw. Pokaz ze jezyk Ly
jest bezkontekstowy.

Zadanie 80. (chyba trudne; za 2 punkty). Pokaz ze, dla kazdego jezyka bezkontekstowego
L, jezyk Ly jest réwniez bezkontekstowy.
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15 Niedeterministyczne maszyny Turinga i klasa NP

Zadanie 141. Pokaz, ze wielomianowa maszyne niedeterministyczna mozna przerobié tak,
aby zgadywala rozwigzanie wczeéniej niz pozna dane. Dokladniej rzecz ujmujac, udowodnij
ze jesli zbior A nalezy do klasy NP, to istnieja wielomiany p, ¢ oraz nideterministyczna
maszyna Turinga M rozpoznajaca A, dzialajaca dla danego n w nastepujacy sposéb: M
wyznacza na tasmie blok klatek o dlugosci p(|n|) - zatem interesuje ja wielko$é n, ale nie jego
dokladna wartos¢ - po czym niedeterministycznie i nie czytajac n zapelnia ten blok ciagiem
zer i jedynek. Dopiero nastepnie czyta n i przechodzi do fazy, w ktorej obliczenie jest juz
deterministyczne i nie zabiera wigcej niz g(|n|) krokéw.

Zadanie 142. Pokaz, ze jeéli zbiér A C N2 jest w P i p jest wielomianem, to zbiér {n :
Im |m| < p(|n|) i [n,m] € A}, czyli rodzaj rzutu A na pierwsza oS, jest w NP.

Zadanie 143. Pokaz, ze kazdy zbiér w NP jest rzutem pewnego zbioru z P to znaczy jesli B
jest w NP, to istnieje wielomian p i zbiér A C N2 nalezacy do P i taki, ze B = {n: Im |m| <
p(|n]) i [n,m] € A}.

16 Redukcje wielomianowe i NP-trudnosé
Zadanie 144. Pokaz, ze 5SAT<,3SAT.

Zadanie 145. Problem STASI? jest taki: mamy dany graf nieskierowany i liczbe k. Czy da
sie rozstawié k agentéw w wierzchotkach grafu tak, aby kazdy wierzcholek w ktérym nie stoi
agent mial (co najmniej jednego) agenta za sasiada? Pokaz, ze 3SAT<,STASL

Wskazowka: To nie jest trudne. Idea jest podobna jak przy dowodzie faktu, Ze 3SAT<,3COL,
ktory byl na wykladzie. Tylko latwiej

Zadanie 146. Niech H oznacza problem cyklu Hamiltona dla graféw nieskierowanych (tzn.
jezyk tych wszystkich graféw nieskierowanych, w ktérych istnieje Sciezka zamknieta przecho-
dzaca dokladnie raz przez kazdy wierzchotek).

Niech Hy oznacza problem cyklu Hamiltona dla graféw skierowanych. Pokaz, ze H <,
HyiHg<, H.
Wskazowka: W trudniejszq strone trzeba kazdy wierzcholek zastgpi¢ trzema.

Zadanie 147. Klauzula nazywa si¢ hornowskq jesli co najwyzej jeden z jej literaléw jest
niezanegowany. Pokaz, ze problem HORNSAT spelnialnosci formul, w postaci CNF, ktérych
kazda klauzula jest hornowska, jest w P.

Zadanie 148. (za 2 punkty) Pokaz, ze problem spelnialnosci formul w koniunkcyjnej postaci
normalnej, w ktorych kazda klauzula jest alternatywa co najwyzej dwéch literaléw jest w
klasie P. (Patrz definicja na stronie 375 polskiego wydania ksiazki Hopcrofta i Ullmana.
Tlumaczka z bozej laski tlumaczy CNF jako PNK).

Zadanie 149. Pokaz, ze 3SAT<,3SAT3. To ostatnie to 3SAT ograniczony tylko do formut,
w ktérych zadna zmienna nie wystepuje wiecej niz 3 razy.

2To sie naprawde nazywa ”Problem zbioru dominujacego”. Zadanie sformulowalem, tak jak jest teraz
sformutowane, w latach 90, kiedy bylo modne $miaé¢ si¢ z NRD (wiecie co to byto NRD?), bo wydawalo si¢
(wtedy), ze u nas byto inaczej.
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stopery. Automat moze, gdy uzna to za stosowne, uruchomié¢! lub zatrzymaé, kazdy ze sto-
peréw, z tym ze raz zatrzymanego stopera nie da sie juz ponownie uruchomi¢. Uruchomiony
stoper dziata jak licznik, zwickszajacy sie o 1 z kazdym krokiem automatu. Po zatrzymaniu
obu stoperéw automat umie poréwnaé ich wskazania i uzalezni¢ swéj kolejny stan od tego
czy te wskazania sa réwne czy rézne (zwréé uwage, ze to jest jedyny sposéb w jaki automat
moze dowiedzieé sie czegokolwiek o wskazaniach stoperéw). Pokaz, ze problem totalnosci dla
automatéw skonczonych z dwoma stoperami jest nierozstrzygalny.

Zuczek Kleksiorek (ZK) jest jak deterministyczny dwukierunkowy automat skonczony, tyl-
ko ze ma dodatkowo pewna, niewielka, zdolno$¢ pisania, Moze mianowicie pozostawi¢ symbol
w aktualnie odwiedzanej komoérce tasmy bez zmiany, a moze go tez zastapi¢ wielkim czar-
nym kleksem. Dokladniej mowige, ZK zadany jest przez skonczony alfabet ¥, skoficzony
zbidér stanéw @, stany poczatkowy go i konicowy gp, nalezace do @), oraz funkcje przejscia
d(EU{a,5,M}) xQ — Qx{L,W} x{L, R}), gdzie o i w to specjalne znaki méwiace dwukie-
runkowemu automatowi ze jest w poczatku/koncu stowa, L i R méwia w ktéra strone tasmy
zuczek ma si¢ ruszyé, L to instrukcja mowigca ze aktualna komérka tasmy ma byé pozosta-
wiona bez zmiany zas B to instrukcja méwiaca, ze w aktualnej komoérce ma byé umieszczony
kleks. Zuczek zaczyna obliczenia stojac na znaku a na poczatku stowa, rusza si¢ w naturalny
sposéb opisany przez § i akceptuje gdy osiagnie stan gp.

Zadanie 138. Czy niepustosé¢ jest dla Zuczkéw Kleksiorkéw rozstrzygalna? To znaczy czy
rozstrzygalne jest, czy dla danego zuczka istnieje jakie$ stowo ktére ten zuczek zaakceptuje?
Wskazéwka: PCP.

Zuczek Koficojadek (ZK) jest prawie jak niedeterministyczny dwukierunkowy automat
skonczony. To znaczy chodzi sobie po stowie wej$ciowym pamigtajac jeden ze skonczenie wielu
stanéw ze zbioru Q. Stojac na symbolu a € ¥’ (gdzie ¥/ = SU{a, w} i gdzie ¥ jest wejsciowym
alfabetem) podejmuje, zgodnie z tym na co pozwala mu relacja przejécia § i w zaleznosci od
a iod tego w jakim stanie ¢ € @ akurat jest, decyzje do jakiego stanu ¢ € Q ma przejsé i czy
skierowaé sie, w kolejnym kroku, o jedng komérke tasmy w lewo czy w prawo. Chyba ze stoi
na znaku «, oznaczajacym lewy koniec stowa — wtedy wolno mu i$¢ tylko w prawo, albo na
znaku w — wtedy wolno mu i8¢ tylko w lewo. Zaczyna stojac (w wyréznionym stanie gy € Q)
na znaku a znajdujacym sie na lewym koncu pewnego slowa postaci cww, dla w € Xx i
akceptuje to stowo jesli, robiac kroki zgodnie z opisanymi wyzej regulami, moze w koncu
dojé¢ do wyrdznionego stanu akceptujacego qr € Q.

Od niedeterministycznego dwukierunkowego automatu skonczonego rézni sie Zuczek Kofi-
cojadek tym, ze stojac na jakim§ symbolu aX moze zamieni¢ ten symbol (jesli akurat pozwala
mu na to jego relacja przejécia) na a albo na w. Oczywicie, jesli zamieni symbol na « to
potem musi i$¢ w prawo, a jesli na w to musi i8¢ w lewo — miejsce gdzie zostal napisany
symbol konca stowa staje si¢ w ten sposéb, z punktu widzenia zuczka, nowym koncem stowa.

Zadanie 139. Czy totalnos¢ jest dla Zuczkéw Koncojadkéw rozstrzygalna? To znaczy czy
rozstrzygalne jest, czy dany zuczek (zadany przez (X, Q,qo,qr,d)) zaakceptuje wszystkie
stowa nad swoim alfabetem?

Zadanie 140. A co w sprawie problemu niepustosci dla Zuczkéw Lewykoncojadkow?

17 wartoscia réwna zero.

20

Czes¢ Druga Kursu

11 Zbiory i funkcje rekurencyjne

Zadanie 81. Rozszerz definicje zbioru rekurencyjnego tak, aby mozna bylo rozwazaé reku-
rencyjne zbiory par liczb naturalnych i udowodnij, ze jesli zbiér A C N? jest rekurencyjny, to
zbi6r {n : Im [n,m] € A}, czyli rzut A na pierwsza 0§, jest zbiorem rekurencyjnie przeliczal-
nym.

Zadanie 82. Pokaz, ze kazdy zbidér rekurencyjnie przeliczalny jest rzutem pewnego zbioru
rekurencyjnego, to znaczy jedli B jest r.e. to istnieje taki rekurencyjny A C N2 rekurencyjny,
ze B={n:3m [n,m] € A}.

Zadanie 83. Powtorz, podany na wykladzie, dowdd nierozstrzygalnosci problemu stopu, to
znaczy faktu, ze zbiér K = {n : ¢, (n) € N} nie jest rekurencyjny.

Zadanie 84. Pokaz, ze {n : |Dom(¢y)| > 7} jest rekurencyjnie przeliczalny.

Zadanie 85. Niech A, B, C, D beda zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi, takimi ze kazda
liczba naturalna nalezy do dokladnie dwéch z nich. Udowodnij, ze w takim razie wszystkie
cztery zbiory sg rekurencyjne.

Zadanie 86. Udowodnij, ze jesli ¢ jest niemalejaca catkowita funkcja rekurencyjna, to zbiér
¢(N) jej wartodci jest rekurencyjny. Czy pozostaje to prawda bez zalozenia o calkowitosci ¢?

Zadanie 87. Udowodnij, ze kazdy niepusty zbidr rekurencyjnie przeliczalny jest postaci ¢(N)
dla pewnej catkowitej funkeji rekurencyjnej ¢.

Zadanie 88. Udowodnij, ze kazdy nieskonczony zbior rekurencyjnie przeliczalny jest postaci
¢(N) dla pewnej calkowitej, réznowartosciowej funkcji rekurencyjnej ¢.

Zadanie 89. Udowodnij, ze zbi6r {n : Dom(¢,) = N} nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Zadanie 90. (Dlugie, wigc za 2 punkty) Zalézmy, ze f jest funkcja rekurencyjna, catkowity.
Ktore z ponizszych implikacji sa prawdziwe?

e jesli A jest rekurencyjny, to f(A) tez;
e jesli A jest rekurencyiny, to f1(A) tez;
o jesli A jest r.e., to f(A) tez;
o jesli A jest r.e., to fT1(A) tez.
Co zmieni sie, jeli zalozymy, ze f jest funkcja czeéciowa?

Zadanie 91. Nie korzystajac z tw. Rice’a udowodnij, ze zbiér B = {n : Dom(¢,) i N —
Dom(¢y,) sa nieskoficzone} nie jest rekurencyjny.

Zadanie 92. Udowodnij, ze zbiér B = {n : Dom(¢n) i N — Dom(¢y,) sa nieskonczone} nie
jest nawet rekurencyjnie przeliczalny.

Zadanie 93. Udowodnij, ze zbiér numeréw tych programéw, ktore zatrzymuja sie dla wszyst-
kich argumentéw oprocz co najwyzej skonczonej liczby, nie jest rekurencyjnie przeliczalny.
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Zadanie 94. Niech A, B C N. Méwimy, ze A <,i, B jedli istnieje calkowita funkcja rekuren-
cyjna f (zwana redukcja), taka ze f(x) € B wtedy i tylko wtedy gdy = € A. Pokaz, ze dla
kazdych dwéch zbioréw A, B C N istnieje ich najmniejsze ograniczenie gérne w sensie <,
to znaczy taki zbiér C, ze:

1) A Srek CiB Srek 07

ii) jesli D jest taki, ze A <;ep D1 B <per D to C <yer D.

Zadanie 95. Czy K < K? Czy K <o K?

Zadanie 96. Niech T bedzie zbiorem tych par liczb (n,m) dla ktérych ¢, i ¢, to ta sama
funkcja cze$ciowa.

i) Pokaz, ze T nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

ii) Czy dopelnienie zbioru T jest rekurencyjnie przeliczalne?

Zadanie 97 (Hierarchia arytmetyczna). Niech f : NxN — N bedzie pewna ustalona obliczal-
ng bijekcja. Oznaczmy klase zbioréw rekurencyjnych jako Xy. Dla danego ¥; niech II; = {A C
N:N\A € X;}, za§ A € ¥4, jedli istnieje B € II;, takie ze A = {n € N:3m f(n,m) € B}.

Niech L bedzie zbiorem numeréw tych niepustych funkcji rekurencyjnych ktoérych dzie-
dzina jest skonczona. Jakie jest najmniejsze ¢ dla ktérego zachodzi L € ¥;7

Zadanie 98. Niech A, B beda podzbiorami zbioru liczb naturalnych. Zalézmy, ze f jest
redukeja Swiadczaca o tym, ze A <, B. Zalézmy, ze f jest ,na” (tzn. jej obrazem jest caly
zbiér liczb naturalnych). Pokaz, ze w takim razie zachodzi réwniez B <;er A.

Zadanie 99. Podzbior zbioru liczb naturalnych nazywamy co-r.e. jesli jego dopelnienie jest
rekurencyjnie przeliczalne. Odcinkami poczatkowymi zbioru liczb naturalnych nazywamy
zbiory postaci {1,2,...n} dla n € N. Oznaczmy przez B zbiér numerdw tych programéw,
ktoérych dziedziny sa odcinkami poczatkowymi zbioru liczb naturalnych.

a. Czy zbiér B jest co-r.e.?

b. Udowodnij, ze istnieje zbidr tréjek liczb naturalnych A, ktéry jest co-r.e. i ktérego rzut na
pierwsza oS jest zbiorem B. Uwaga. Wymaga to oczywiscie milczgcego rozszerzenia definicji
zbioréw co-r.e. ma zbiory trojek liczb.

Zadanie 100. Niech f bedzie pewna calkowita funkcja rekurencyjna. O kazdym z nastepuja-
cych warunkéw rozstrzygnij, czy implikuje on rekurencyjnosé zbioru f(N), to znaczy obrazu
zbioru wszystkich liczb naturalnych przez funkcje f.

a. Istnieje skoniczony podzbiér A zbioru liczb naturalnych, taki ze jesli f(i) > f(i + 1) to
i+1eA

b. Istnieje skoficzony podzbiér A zbioru liczb naturalnych, taki ze jesli f(i) > f(i + 1) to
fi+1) e A

Zadanie 101. Niech f bedzie catkowita funkcja rekurencyjna o takiej wlasnosci, ze dla kazdej
liczby naturalnej m istnieje n takie ze f(n) = m. Czy w takim razie funkcja g(m) = min{n €
N: f(n) = m} tez jest calkowita rekurencyjna?

A jesli nie zakladamy catkowitosci funkeji f7

Zadanie 102. Niech D C P(N). Udowodnij ze nastepujace warunki sa réwnowazne:
o D jest przeliczalny;

e istnieje B C N taki ze dla kazdego A € D zachodzi A <, B.

Wskazéwka: Dla ustalonej catkowitej funkcji rekurencyjnej f i zbioru B C N, ile moze by¢
takich zbioréw A C N, ze f jest redukcja, $wiadczaca o tym, ze A <,er B?
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Uwaga: Uzyta w tym i poprzednim zadaniu nomenklatura (pojecia proceséw bezkontekstowych
i prawie bezkontekstowych) zostala wymyslona tylko by po to, by wygodniej bylo sformulowad
te zadania i nie ma wiele wspolnego z jakimkolwiek standardem.

Zadanie 132. Semiproces Thuego II nad alfabetem {0, 1} nazwiemy, na potrzeby tego za-
dania, fajnym, jesli kazda produkcja (I, 7) € IT ma wlasnosé |I|; = |r|; (to znaczy ma po lewej
stronie tyle samo jedynek co po prawej). Udowodnij, ze problem czy dla danego stowa w i da-
nego fajnego semiprocesu Thuego IT zachodzi 1111 511 w, jest nierozstrzygalny. Wskazéwka:
Typowe i mato skomplikowane.

Zadanie 133. Niech ¢(z,y) bedzie pewna formula arytmetyki liczb naturalnych z dodawa-
niem i mnozeniem, z dwiema zmiennymi wolnymi.

Napisz zdanie ¢ arytmetyki liczb naturalnych z dodawaniem i mnozeniem, ktére bedzie
prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczba | > 1 i skoficzony ciag liczb naturalnych
a1, az,...a;, taki, ze a; = 1, j = 2, oraz taki, ze dla kazdego 1 < i < [—1 zachodzi ¢(a;, it+1).

Wskazowka: Mozesz na przyklad uzyé chinskiego twierdzenia o resztach (choé sq réwniez
inne rozwigzania). Postuz sie makrami, podobnymi do tych, ktérych uzywalismy na wykladzie

na przyklad Pierwsza(z), Kolejne-Pierwsze(z,t).

W kolejnych dwéch zadaniach, po napisanym na skofczonej taémie slowie poruszaja sie
zuczki. Dwa albo trzy. Kazdy z zuczkéw jest rodzajem dwukierunkowego deterministycznego
automatu skonczonego, to znaczy ma skonczony zbiér stanéw i funkcje przejscia (inna dla
kazdego zuczka), ktéra w zaleznosci od tego w jakim jest stanie, jaki symbol widzi w aktualnej
komérce tasmy, i ktére z pozostalych zuczkéw znajduja sie wraz z nim w aktualnej komérce
tasmy kaze mu odpowiednio zmienié stan i poruszy¢ sie w lewo lub w prawo (dla porzadku za-
ktadamy, ze konce stowa oznaczone sg unikalnymi symbolami, dzieki czemu zuczek nigdy nie
opuéci tadmy i ze na poczatku wszystkie zuczki stoja na poczatku stowa, w pewnym ustalo-
nym stanie poczatkowym). Kolejny ruch zuczka, czyli wykonanie funkeji przejécia, nastepuje
zawsze wtedy, gdy uslyszy on tykniecie zegara.

Przez problem niepustosci rozumiemy pytanie, czy dla danych funkcji przejscia zuczkow
istnieje stowo, ktore zuczki zaakceptuja, to znaczy takie, na ktérym ktéry$ z nich osiagnie,
po skonczonej liczbie krokéw, ustalony stan akceptujacy.

Zadanie 134. Dwa synchroniczne zuczki. Pokaz, ze problem niepustosci jest nierozrozstrzy-
galny jesli rozwazamy pary (funkeji dla) zuczkéw i zakladamy, ze sa one synchroniczne, to
znaczy oba slysza tykanie tego samego zegara.

Zadanie 135. Trzy asynchroniczne zuczki. Pokaz, ze z tezy Zadania 134 wynika, ze nieroz-
strzygalny jest réwniez problem niepustodci dla tréjek (funkcji dla) zuczkéw jesli zakladamy,
ze sa one asynchroniczne, to znaczy w kazdej komérce tasmy stychaé osobny zegarek, ktéry
tyka jak chce (np. czasem wolniej czasem szybciej).

Uwaga. Rozne zachowania zegarkow mogq tu skutkowaé réznymi obliczeniami, czyli réz-
nymi zachowaniami Zuczkéow. Myslimy o tym jak o obliczeniu niedeterministycznym: stowo
zostaje zaakceptowane, gdy istnieje zachowanie zegarkow, ktdre prowadzi do obliczenia akcep-
tujgcego.

Komentarz. Nie znam rozwigzania zadania o dwdch asynchronicznych zZuczkach.

Zadanie 136. Czy problem niepustosci jezyka Lg N LgLg, dla danej gramatyki bezkontek-
stowej G, jest rozstrzygalny?

Zadanie 137. Automat skoficzony z dwoma stoperami czyta slowo wejsciowe jak zwykly
niedeterministyczny automat skoficzony, ale oprécz skonczonego zbioru stanéw ma dwa
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a. Pokaz, ze H10prim<,.H10.
b. Pokaz, ze H10<,.;H10prim.

Zadanie 125. Niech H10bis bedzie problemem H10 w ktérym ograniczamy sie jedynie do
rownan diofantycznych, w ktérym kazdy wielomian jest stopnia co najwyzej dwa. Czy H10bis
pozostaje nierozstrzygalny?

Wskazdwka (do tego zadania i poprzedniego): W jednym z zadari mozesz zechcieé odwolaé sie
do faktu, ze kazda liczba naturalna daje sie przedstawicé jako suma czterech kwadratéw liczb
naturalnych.

Zadanie 126. Udowodnij, ze problem z dziesiatego problemu Hilberta (H10), to znaczy
problem czy dany uklad réwnan diofantycznych (czyli réwnan miedzy wielomianami wielu
zmiennych o wspé6lezynnikach catkowitych) ma rozwiazanie w liczbach catkowitych, pozosta-
je niezrozstrzygalny jesli, zamiast o rozwiazanie w liczbach calkowitych, bedziemy pytaé o
rozwigzanie w liczbach calkowitych nieparzystych. Wolno oczywiscie skorzystaé z nierozstrzy-
galnosci H10.

14 Nierozstrzygalno$é. Rézne inne zadania.

Zadanie 127. Dla danych funkeji f,g,h : {0,1,...,p — 1} — {0,1,...,p — 1} i danego
nieskoficzonego ciagu liczb naturalnych (a1, ag, as, . ..), niech Ff g p(a1,az,...) bedzie ciagiem
liczb naturalnych, ktérego i-ty element jest réwny f(ai—1)+pg(a;)+ph(ait1), gdzie +, oznacza
dodawanie modulo p (przyjmujemy, ze ag = 0). Udowodnij, ze problem:

Dane funkcje f,g i h oraz skoficzone ciagi (b1,ba,...,b;) i (c1,¢2,...,ck). Czy istnieje
liczba iteracji n taka, ze F}fg’h(bl,bQ, ey bk,0,0,0,...) = (c1,¢2,...,¢,,0,0,0,...)7 jest nie-
rozstrzygalny.

Zadanie 128. Jak kazdy pamigta, deterministyczny automat ze stosem, to urzadzenie zada-
ne przez skonczony zbidr instrukeji w formacie: jesli widzisz na tasmie wejsciowej a, jestes w
stanie q, a z czubka stosu zdjgles b, to przejdz do stanu q’, a na czubek stosu widz stowo w.
Taki automat czyta stowo wejéciowe litera po literze, zmieniajac przy tym stan jak zwykly
automat skonczony, a do tego jeszcze buduje sobie stos. Czy istnieje algorytm odpowiadajacy,
dla danych dwoéch deterministycznych automatéw ze stosem, czy istnieje niepuste stowo wej-
$ciowe, po przeczytaniu ktérego, oba te automaty beda mialy na swoich stosach takie same
ciagi symboli?

Zadanie 129. Przez gramatyke bezkontekstowq z kontekstowym znikaniem bedziemy w tym
zadaniu rozumieé¢ obiekt rézniacy si¢ od gramatyki bezkontekstowej jedynie obecnoscia —
w zbiorze produkcji — dodatkowych regul postaci w — ¢, gdzie w jest stowem zlozonym z
nieterminali, za$ ¢ jest jak zwykle stowem pustym.

Przez problem znikania rozumiemy w tym zadaniu problem w ktérym dana jest gramatyka
ze znikaniem, majaca symbol poczatkowy S i zbiér produkcji II, i w ktéorym pytamy czy
S S e, gdzie € jest jak zwykle stowem pustym.

Udowodnij, ze problem znikania jest nierozstrzygalny.

Zadanie 130. Powiemy, ze semiproces Thuego II jest bezkontekstowy, jesli dla kazdej pa-
ry [w,v] € II slowo w sklada si¢ z jednej litery. Czy problem stéw dla bezkontekstowych
semiproceséw Thuego jest rozstrzygalny?

Zadanie 131. Powiemy, ze semiproces Thuego II jest prawie bezkontekstowy, jesli dla kazdej
pary [w,v] € II jedno ze sléw w i v sklada si¢ tylko z jednej litery, drugie za$ z dwoch liter.
Czy problem stéw dla prawie bezkontekstowych semiproceséw Thuego jest rozstrzygalny?

18

Zadanie 103. Oznaczmy przez Tot zbiér {n € N : Dom(M,) = N}, za$ przez Nemp zbiér
{n € N: Dom(M,,) # 0}.

(a) Czy prawda jest, ze Nemp <, Tot 7

(b) Czy prawda jest, ze Tot <, Nemp ?

Zadanie 104. Czy kazda czesciowa funkcja rekurencyjna jest podzbiorem jakiej$ catkowitej
funkcji rekurencyjnej?

Zadanie 105. Czy kazdy nieskoniczony podzbiér N zawiera jako swdj pozdbidr jaki$ nieskon-
czony zbidr rekurencyjnie przeliczalny? Wskazowka: Inteligentna diagonalizacja.

Ostatnie dwa zadania w tej sekeji dotycza zbiordw produktywnych (nie ja wymyslilem taka
ghupia nazwe). Zbiér A C N jest produktywny, jesli istnieje czeSciowa funkcja rekurencyjna f
taka ze dla kazdego n € N jesli Dom(¢,) C A to f(n) zwraca wynik, i f(n) € A\ Dom(¢,,)
(czyli, méwiac po ludzku, dla kazdego rekurencyjnie przeliczalnego podzbioru A funkcja f
pokazuje liczbe ktéra jest w A ale nie w tym podzbiorze).

Zadanie 106. Pokaz ze istnieje zbior jednoczesnie produktywny i co-r.e.

Zadanie 107. Pokaz ze zbiér wszystkich numeréw programéw wyliczajacych funkcje reku-
rencyjne calkowite jest produktywny.

12 Maszyny Turinga

Rozwiazujac zadania z tego rozdzialu nalezy do$¢ dokladnie podaé idee konstrukeji, ale nie
wymaga sie wypisywania listy instrukcji konstruowanej maszyny.

Zadanie 108. Udowodnij, ze zastapienie w definicji maszyny Turinga ta$my nieskonczona
plaszczyzna nie zmieni klasy funkcji obliczalnych.

Zadanie 109. Skonstruuj maszyne Turinga rozpoznajaca jezyk A = {ww® : w € {0,1}*}

Zadanie 110. Skanujgca maszyna Turinga bedzie dana przez piatke (X, Q, qo, ¢, 0), gdzie
3 jest skonczonym alfabetem tasmowym, @) skoficzonym zbiorem stanéw, qo,qr € Q to
odpowiednio stany poczatkowy i koficowy, zas$ ¢ : (Q \ {¢r}) X & — Q x (X \ {B}) jest
funkcja przejscia. Maszyna dziala tak, ze na poczatku glowica ustawiona jest w stanie gq
na pierwszym symbolu stowa wejsciowego. Gdy w stanie ¢ glowica widzi symbol a € ¥, to
przechodzi do stanu ¢/, zamiast a wpisuje o', gdzie §(q, a) = (¢', a’). Nastepnie jest przesuwana
o jedna komérke w prawo, chyba ze a bylo blankiem, wtedy wiadomo ze przeskanowano
caly dotychczas uzywany fragment tasmy i glowica jest przesuwana (w aktualnym stanie)
ponownie nad pierwszy symbol na tasmie, skad ponownie wedruje w prawo itd. Obliczenie
konczy sie, gdy glowica znajduje si¢ w stanie gp.

Czy problem ustalenia, dla danej skanujacej maszyny Turinga M i stowa wejSciowego
w, czy M uruchomiona na w si¢ zatrzyma, jest rozstrzygalny?

Zadanie 111. Tak samo jak w poprzednim zadaniu, tylko odpowiedni fragment brzmi: ” Ma-
szyna dziala tak, ze na poczatku glowica ustawiona jest w stanie go na pierwszym symbolu
stowa wejéciowego. Gdy w stanie ¢ glowica widzi symbol a € X, to przechodzi do stanu ¢,
zamiast a wpisuje ', gdzie d(q,a) = (¢, a’). Nastepnie jest przesuwana o jedna komoérke w
prawo, chyba ze a bylo blankiem, wtedy wiadomo ze przeskanowano caly dotychczas uzy-
wany fragment tasmy i glowica zawraca, to znaczy po wykonaniu kazdej kolejnej instrukeji
przesuwana jest o jedng komoérke w lewo, az w koncu ponownie znajdzie si¢ nad pierwszym
symbolem na tasmie. Wtedy ponownie zawraca w prawo itd.”



Kazdy wie, ze Maszyna Turinga umie policzy¢ wszystko co pomysli glowa. To w takim
razie pokaz, ze umie obliczy¢ co$ zupelnie prostego, mianowicie funkcje identycznosciows:

Zadanie 112. Przedstaw (pokrétce acz czytelnie) konstrukcje Maszyny Turinga, z alfabetem
ta$émowym zawierajacym jedynie symbole 0, 1, o, w oraz blank B, ktéra otrzyma jako wejécie
stowo aww , gdzie w € {0,1}* (na prawo od w sa juz blanki) i ma si¢ zatrzymaé po doprowa-
dzeniu do tego ze na ta$mie bedzie napisane stowo cvww, dla pewnego v € {0,1}* (a potem
blanki). Nie wolno jej przy tym nadpisywaé symboli o ani w, ani pisaé¢ nowych symboli a i w
(to znaczy instrukcje pozwalaja jedynie na zastapienie kazdego z symboli 0,1,B przez 0 albo
1 oraz na zastepowanie o przez a i w przez w).

Uwaga: Autorzy nie umieja rozwiazaé¢ analogicznego zadania, w ktérym wynikiem dzialania
maszyny miatoby by¢, zamiast stowa avww, stowo acwww.

13 Nierozstrzygalnosé. Kanoniczne zadania.

Zadanie 113 (Maszyna Minsky’ego). (za 2 punkty).

a. Zauwaz, ze problem stopu dla maszyn podobnych do automatu ze stosem, lecz posiadaja-
cych dwa stosy, jest nierozstrzygalny. Doktadniej méwiac, instancja problemu jest teraz lista
instrukcji dla automatu o dwéch stosach, ale bez tasmy wejéciowej. W jednym kroku obli-
czenia automat, w zaleznosci od tego co widzi na stosach, modyfikuje stan i stosy. Pytamy
o0 to, czy automat uruchomiony w stanie gy i przy dwéch pustych stosach, kiedykolwiek sie
zatrzyma.

b. Wywnioskuj z a. ze analogiczny problem pozostaje nierozstrzygalny jezeli dwa stosy za-
stapimy czterema licznikami (tzn. stosami o jednym symbolu stosowym, nie liczac symbolu
dna stosu).

c. Wywnioskuj z b. ze analogiczny problem pozostaje nierozstrzygalny jezeli cztery liczniki
zastapimy dwoma (taki automat, z dwoma licznikami, nazywa sie Maszyna Minsky’ego).

Zadanie 114. Powtérz, podany na wykladzie, dowdd nierozstrzygalnosci Problemu Odpo-
wiedniosci Posta.

Zadanie 115. Dla gramatyki bezkontekstowej G niech Lg oznacza generowany przez nia
jezyk. Skorzystaj z nierozstrzygalnosci problemu odpowiedniosci Posta aby pokazaé, ze zbiér
tych par gramatyk G, H dla ktérych zachodzi Lg N Ly # 0 nie jest rekurencyjny. Czy jest
on rekurencyjnie przeliczalny?

Zadanie 116. Udowodnij, ze nie istnieje algorytm rozstrzygajacy, dla danej gramatyki bez-
kontekstowej G i alfabetu A, czy A* = L(G)

Zadanie 117. Czy istnieje algorytm rozstrzygajacy, dla danych dwoch gramatyk bezkontek-
stowych G i H, czy L(G) = L(H)?

Zadanie 118. Udowodnij nierozstrzygalnosé problemu sprawdzenia dla danego procesu Thu-
ego II i stowa w czy zbiér A, = {v:w ot v} jest skoficzony.

Wskazdwka (nieobowigzkowa, jak wszystkie wskazéwki): Rozwaz maszyny Turinga z dodanym
gdzie$ na tasmie licznikiem, ktory jest zwiekszany o jeden przy kazdym ruchu wykonywanym
przez maszyne. Nasladuj dowodd nierozstrzygalnosci problemu stow.

Zadanie 119. Rozpatrzmy skohczony zbiér par stéw P i binarna relacje — na slowach
zdefiniowang jak nastepuje: w —, v wtedy i tylko wtedy gdy istnieje para (a,b) € P taka, ze
w = azr i v = zb gdzie x jest pewnym stowem. Niech Lp bedzie przechodnim domknieciem
—p (to znaczy najmniejsza relacja przechodnia zawierajaca —).

Czy problem: dane P, x,y, czy x i>,, y? jest rozstrzygalny?
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Zadanie 120. (trudne, za 2 punkty) Funkcje f : N — N nazywamy funkcja Conway’a jesli
istniejg liczby naturalne p, a1, b1, az,bs, ..., ap, b, takie, ze dla kazdego n jedli n = k mod p
to f(n) = nay/by. Pokaz, ze nie ma algorytmu, ktéry dla danych p,a1,b1,a2,b,...,ap,bp
odpowiedzialby, czy dla definiowanej przez te wspoélczynniki funkcji Conway’a istnieje m
takie, ze f™(2) =1 gdzie f™ oznacza funkcje f zlozona m razy ze soba.

Zadanie 121. Dla danej liczby naturalnej n przez kcomp(n) oznaczamy liczbe znakéw naj-
krétszego programu w MUJP ktéry (nie wezytujac zadnych danych) wypisze na wyjsciu n.
Czy funkcja kcomp jest rekurencyjna?

Wskazowka: Dowdd jest oczywiscie nie wprost. Trzeba sie zastanowié jaka jest najmniejsza
liczba naturalna, ktorej sie nie da zdefiniowaé przy pomocy mniej niz dwudziestu stéw.
Uwaga: wybrane w sformulowaniu zadania osnaczenie kcomp pochodzi oczywiscie od stow
~Kolmogorov complezity”.

13.1 Kafelkowanie

Zadanie 122. (za 3 punkty) Udowodnij nierozstrzygalno$é¢ nastepujacego problemu: da-
ny jest skonczony zbioér koloréw C, zawierajacy co najmniej kolory: czerwony i bialy, oraz
zbiér N C C* czworek koloréw, uznanych za nieestetyczne. Mamy nieskoficzenie wiele kwa-
dratowych kafelkéw kazdego koloru o boku dlugoéci 1. Czy istnieje kwadrat (o calkowitych
wymiarach i boku nie mniejszym niz 2), ktéry mozna wypelnié kafelkami w taki sposéb by w
lewym dolnym i w lewym gérnym narozniku znalazl sie czerwony kafelek, pozostale kafelki
dolnego i gérnego brzegu byly biale, oraz by w calym kwadracie nie pojawila sie nieestetyczna
sekwencja kafelkow, tj. cztery sasiadujace kafelki:

Cc1 | C2
C3 | C4

takie ze (c1,c2,c3,¢4) € N.

Zadanie 123. (za 2 punkty). Instancja problemu Kolorowania Wszystkimi Kolorami, ktéry
rozwazamy w tym zadaniu, jest skoficzony zbiér K koloréw oraz zbiér N° C K* nieestetycznych
czworek.

Dla pewnej liczby naturalnej n funkcja kolor : {1,2,...n}2 — K (czyli kolorowanie sza-
chownicy nxn) jest rozwiazaniem problemu Kolorowania Wszystkimi Kolorami jesli zachodza
dwa warunki:

e kolorowanie nie prowadzi do pojawienia si¢ nieestetycznej czwérki, to znaczy nie ma takich
1 <4, < n, ze: (kolor[i, j], kolorli, j + 1], kolor[i + 1, j], kolor[i + 1,j + 1]) € N;
o funkcja kolor jest ,na”, czyli w kolorowaniu uzyte sa wszystkie dostepne kolory.

Pokaz ze problem, czy dana instancja problemu Kolorowania Wszystkimi Kolorami ma
rozwiazanie, jest nierozstrzygalny.

Uwaga: nagbardziej by nam sie podobato rozwigzanie opierajgce sie na rozwigzaniu Zadania
122 i skupiajgce sie na pokonaniu trudnosci biorgcych sie z réznic miedzy tymi zadaniami.

13.2 Zadania o dziesigtym problemie Hilberta

Na wyktadzie méwiliSmy o nierozstrzygalnosci dziesiatego problemu Hilberta (nazwijmy
go H10). Problem ten polega na tym, aby dla danego ukladu réwnan diofantycznych, to znaczy
réownan miedzy wielomianami wielu zmiennych o wspolezynnikach catkowitych, odpowiedzied,
czy uklad ten ma rozwiazanie w liczbach naturalnych.

Zadanie 124. Niech H10prim bedzie problemem ustalenia, dla danego ukladu réwnan dio-
fantycznych, czy uklad ten ma rozwiazanie w liczbach calkowitych.
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