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Zrédto: Dan Burton, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Wiemy, ze wielomian stopnia n ma co najwyzejn pierwiastkow. Waznym zagadnieniem
zwigzanym z rozwigzywaniem rownan wielomianowych jest umiejetno$¢ wyznaczenia
wszystkich pierwiastkow wielomianu, czyli po prostu wszystkich rozwigzan réwnania
W(z) =0.

Czasem jest to stosunkowo proste, czasem trudne, czasem wrecz niemozliwe. W tym

materiale pokazemy, jak wyznaczy¢ pierwiastki wymierne wielomianu o wspotczynnikach
catkowitych.

Twoje cele

» Podasz i udowodnisz twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu
o wspotczynnikach catkowitych.
o Wyznaczysz pierwiastki wymierne wielomianu o wspotczynnikach wymiernych.
» Zastosujesz to twierdzenie do znalezienia wszystkich (rowniez niewymiernych)
pierwiastkow wielomianu w niektorych przypadkach.



http://www.unsplash.com/

Przeczytaj

Twierdzenie: o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych

Dany jest wielomian W (z) = a,z™ + a,_12" ' + ... 4+ a1z + ag, w ktorym wszystkie
wspolczynniki a,,, a,, 1, . . ., a1 i ag s3 liczbami calkowitymi, przy czym a,, # 01iag # 0.
Jezeli liczba wymierna % zapisana w postaci utamka nieskracalnego, w ktorym liczby p i g

sg catkowite jest pierwiastkiem wielomianu W (x), to p jest dzielnikiem (dodatnim lub
ujemnym) wyrazu wolnego ao, zas$ q jest dzielnikiem wspotczynnika a, przy najwyzszej
potedze zmienne;j.

Dowdéd
Dane s3 liczby catkowite p, g speiniajace zatozenia.

Wiemy, ze W(%) = 0, czyli

p" Pt p
an°q—n+an_1'F+...+al'g+CLO:O.

Po obustronnym przemnozeniu przez q" mamy
anp" + ap-1p" g+ .. Faipg" ! + aog" = 0, wiec app” + an_1p" g+ ...
+aipg" == aoq"

Zauwazmy, ze liczba

anp" + an1p" tq+ .. Aaypgtt =

= p(anp" ' + an1p" 2q+ ... +a1g")

jest podzielna przez p, wiec rowniez agq™ musi by¢ podzielna przez p.

Liczby p i q sg z zalozenia wzglednie pierwsze (bo ulamek % jest nieskracalny), wiec p

musi by¢ dzielnikiem ay.
Analogicznie dowodzimy, ze g musi by¢ dzielnikiem a,,.

Wystarczy zauwazyc, ze liczba
an1p" g+ .o+ a1pg" ! + apg™ = q(an_1p" 4 ..+ a1 2 + apg™ )
czyli a,,p" musi by¢ podzielne przez q.

Przyktad 1

Wyznaczmy wszystkie pierwiastki rzeczywiste wielomianu
W(z) = 2z* — 1123 + 422 + 2z + 15.

» Na poczatek sprawdzmy, czy wielomian ma pierwiastki catkowite. Zgodnie
z twierdzeniem o pierwiastkach catkowitych wielomianu o wspotczynnikach
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catkowitych szukamy ich wsrod dzielnikow wyrazu wolnego (liczby +1, £3, £5, £15).
« Po wykonaniu obliczenn mozna zauwazy¢, ze W(5) = 0.

» Korzystajac z twierdzenia Bézouta po wykonaniu odpowiedniego dzielenia
wielomiandéw mozemy wiec zapisac
W(z) = (z —5)(22° — 2 — = — 3).
e Zajmiemy sie teraz wielomianem Wy (z) = 223 — z?
wczesniej, ze +1, 43 nie s pierwiastkami W (z) to wiemy, ze wielomian W1 (z) nie

— z — 3. Jezeli sprawdziliSmy

ma pierwiastkow catkowitych.

o Sprawdzmy, czy ma jaki$ pierwiastek niecatkowity wymierny. Zgodnie
z twierdzeniem o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspoétczynnikach
catkowitych wystarczy przeanalizowac liczby + %, + %

« Powykonaniu rachunkéw mozna zauwazy¢, ze Wi (3) = 0.

e Popodzieleniu przez dwumian z — % uzyskujemy roOwnos¢

W(z) = (z —5)(z — <) (22% + 2z + 2).

e Zapomocg wyroznika A mozemy sprawdzi¢, ze wielomian Ws(z) = 2z? + 2z + 2 nie
ma pierwiastkow rzeczywistych.

o Jedynymi pierwiastkami rzeczywistymi wielomianu W (z) s zatem liczby 5 oraz %

Przyktad 2

Wyznaczmy wszystkie pierwiastki rzeczywiste wielomianu
W(z) = 2z* + 72% — 102? — 21z + 12.

Pierwiastki catkowite

» Sprawdzmy najpierw, czy wielomian ma jakies pierwiastki catkowite. Jezeli istnieja,
muszg by¢ catkowitymi dzielnikami wyrazu wolnego 12.

e Analizujemy wiec warto$¢ wielomianu dla £1, +2, £3, +4, £6, +12.

» Powykonaniu obliczen (wigkszo$¢ mozna przeliczy¢ w pamieci, wystarczy tylko
oszacowac wynik i sprawdzi¢, czy jest rozny od zera) mozemy zauwazyc, ze tylko
W(-4) =0.

Dzielenie

Po wykonaniu dzielenia W (z) przez x + 4 dostajemy

W(z) = (z + 4) (22 — 2° — 6z + 3). Wiemy, ze dla dzielnikéw wyrazu wolnego (czyli +1
, £3) wielomian W (z) przyjmuje wartosci rézne od zera, wielomian nie ma wiec wiecej
pierwiastkow catkowitych.
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Pierwiastki niecatkowite wymierne

o Sprawdzmy, czy wielomian 2z — z* — 6z + 3 ma jakie$ pierwiastki niecatkowite
wymierne.

e Zgodnie z twierdzeniem o pierwiastkach wymiernych pierwiastkow takich nalezy
szuka¢ wérod liczb + 4, +3.

| =

« Powykonaniu obliczen mozemy zauwazy¢, ze W () = 0.

Kolejne dzielenie
Wykonujgc kolejne dzielenie mozemy zatem zapisac, ze
W(z) = (z— 1)(z+4)(22% — 6).

Wielomian drugiego stopnia

o Pozostato przeanalizowanie wielomianu 2z — 6.
o Wylaczajac 2 przed nawias i korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia na roznice
kwadratow mamy

W(z) =2(z — %)(m+4)(m—\/§) (a:+\/§).

Podsumowanie
Wielomian W (z) ma zatem cztery pierwiastki rzeczywiste: liczby —4, %, /3 oraz

—/3.

Zauwazmy, ze twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspotczynnikach
catkowitych mozemy wykorzysta¢ rowniez do wyszukania wszystkich pierwiastkow

wymiernych wielomianu o wspotczynnikach wymiernych.

Wystarczy zauwazyc, ze przemnozenie wielomianu przez stalg niezerowa nie zmienia jego
pierwiastkow.

Kazdy wielomian o wspoétczynnikach wymiernych mozemy zatem sprowadzi¢ do wielomianu
o wspotczynnikach catkowitych mnozac go przez wspolng wielokrotno$¢ mianownikow
wszystkich wspotczynnikow wielomianu.

Pokazemy to w kolejnych dwoch przyktadach.

Przyktad 3

Wyznaczmy wszystkie pierwiastki rzeczywiste wielomianu
_ 1.4 2.3 192, 2 . 2
W(z) = ga° — 527 — 552" + 552 + 15

« Zauwazmy, ze po przemnozeniu wielomianu W (x) przez 30 otrzymamy wielomian
V(z) o wspoétczynnikach catkowitych majgcy te same pierwiastki, co wielomian W (z)

o V(x)=15z" — 423 — 192 + 42 + 4




Sprébujmy na poczatek wyszukac¢ pierwiastki catkowite wielomianu V' (z) analizujac
jego wartosci dla liczb £1, £2, ££4 (dzielniki wyrazu wolnego).

 tatwo zauwazymy, ze V(1) = V(—1) = 0, wiec wielomian V (z) jest podzielny przez
(z+1)(x—1)=2*—1.

» Wykonajmy dzielenie dowolnym sposobem (mozemy np. uzy¢ algorytmu dzielenia
pisemnego lub dwukrotnie schematu Hornera). Uzyskamy zapis
V(z) = (z+1)(z — 1)(152° — 4z — 4).

« Zapomoca wyroznika A mozemy wyznaczy¢ pierwiastki tréjmianu kwadratowego

2

15z% — 4z — 4 - sgtoliczby — 2 i £.

« Podsumujmy: wielomian W (z) ma cztery pierwiastki rzeczywiste: 1, -1, — 2 i 2.
Przyktad 4

Wyznaczmy wszystkie pierwiastki rzeczywiste wielomianu
W(zx) = %w‘f’ + %m‘l + %:c?’ + %a:2 +x+ %

Wspotczynniki catkowite

Po przemnozeniu przez 15 uzyskamy wielomian majgcy te same pierwiastki, ale
o wspotczynnikach catkowitych:

V(z) = 5z° 4 3a* + 20a® + 122% + 15z + 9.

Pierwiastki catkowite

Zauwazmy, ze wszystkie wspotczynniki wielomianu sg liczbami dodatnimi, wiec
pierwiastek musi by¢ liczbg ujemng. Sprawdzmy, czy wsrod ujemnych dzielnikow wyrazu
wolnego, czyli liczb —1, —3, —9, sg pierwiastki wielomianu V' (z).

Po wykonaniu obliczen widzimy, ze wielomian ten nie ma pierwiastkow catkowitych.

Pierwiastki wymierne

Sprawdzmy, czy wielomian ma pierwiastki wymierne niecatkowite, analizujgc zgodnie
%, — %, — % (tu rachunki moga by¢ dos¢ zmudne).

Po wykonaniu obliczen znajdujemy pierwiastek wymierny — %

z twierdzeniem liczby —

Postac iloczynowa

Zgodnie z twierdzeniem Bézouta mozemy zapisac

V(z) = (z+ £)(5z* + 202? + 15).

Zauwazmy, ze wielomian 5z* + 20z2 + 15 nie ma pierwiastkow rzeczywistych, bo jest
sumg dwoch liczb nieujemnych (potegi o wyktadnikach parzystych) i liczby dodatniej 15.

Podsumowanie
3

Wielomian W (z) ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty - jest nim liczba — ¢



Stownik
twierdzenie Bézouta

liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (z) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W (x)
dzieli si¢ przez dwumian  — a bez reszty

twierdzenie o pierwiastkach catkowitych wielomianu o wspétczynnikach catkowitych

dany jest wielomian W (z) = a,z" + a,_12" ' + ... + a1z + ag, w ktorym wszystkie
wspotezynniki a,,, a,_1, - - ., a1 i ag s3 liczbami catkowitymi, przy czym a,, # 0iag # 0.
Jezeli liczba catkowita p jest pierwiastkiem wielomianu W (x), to p jest dzielnikiem
(dodatnim lub ujemnym) wyrazu wolnego ag

twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspétczynnikach catkowitych

dany jest wielomian W (z) = a,z™ + ap,_12"* + ... + a1z + ag, w ktorym wszystkie
wspotezynniki a,, a,_1, - - ., a1 i ag s3 liczbami catkowitymi, przy czym a,, # 0iag # 0.
Jezeli liczba wymierna % zapisana w postaci utamka nieskracalnego, w ktorym liczby p i q
sg catkowite jest pierwiastkiem wielomianu W (x), to p jest dzielnikiem (dodatnim lub
ujemnym) wyrazu wolnego ay, zas$ q jest dzielnikiem wspotczynnika a, przy najwyzszej
potedze zmiennej




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawionym w animacji twierdzeniem o pierwiastkach wymiernych

wielomianu majacego wspoétczynniki catkowite i jego zastosowaniami.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Film nawigzujacy do treSci materiatu

Polecenie 2

Postugujac sie metodami zaprezentowanymi w animacji wyznacz wszystkie pierwiastki
wymierne podanych wielomianow:

o F(z)=4xz° + 62* + 52% — 9z — 6,

o G(z) =2* — 623 — 42® — 182 — 21,

o H(z)=4x* 4 42® + 322 — 22 + 6.
Polecenie 3
Nie wykonujac doktadnych obliczen uzasadnij, dlaczego ponizsze wyrazenia nie sg rowne 0
)2 (-D*=2-(=1)*+5-(-1)?—=6-(-1)+1

2)2-2¢4-3.224+5.22_13.2+1

95 (4) - $(3)'+6- 4+ 4


https://epodreczniki.pl/a/D19yMJSnk

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & @

Cwiczenie 1 @

Dany jest wielomian W (z) = 2z° — 3z* — 7x® + 5z + 15. lle jest réznych liczb wymiernych,
ktore mozna zapisa¢ w postaci utamka zwyktego % takiego, ze p jest dzielnikiem catkowitym

wyrazu wolnego wielomianu, a q jest dzielnikiem wspdtczynnika przy najwyzszej potedze
niewiadomej?
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Cwiczenie 2 e
Wskaz wszystkie pierwiastki wymierne wielomianu W (z) = 362% + 1222 — 5z — 1.
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Cwiczenie 3 ©)
Ocen prawdziwosc¢ zdan.

» Kazde zdanie prawdziwe zaznacz kolorem zielonym.
» Kazde zdanie falszywe zaznacz kolorem czerwonym.

Kazdy wielomian o wspotczynnikach catkowitych ma przynajmniej jeden pierwiastek wymierny.

Jezeli wyrazem wolnym wielomianu o wspotczynnikach catkowitych jest liczba nieparzysta, to

wielomian ten na pewno nie ma pierwiastkéw catkowitych parzystych.

Jezeli wyrazem wolnym wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych jest liczba parzysta, to

wielomian ten na pewno nie ma pierwiastkéw catkowitych nieparzystych.




Cwiczenie 4

Kazdy z podanych wielomianéw ma doktadnie jeden pierwiastek wymierny. Dopasuj
pierwiastki do wielomianéw.

6zt +223 +3z+1 %

o+ 3zt + 23+ 322+ + 3 -5

6z* — 22° + 9z — 3 -3

3zt — 923+ 22— 6 3
Cwiczenie 5

Wstaw wspoétczynniki przy wyrazach wielomianu tak, by do zbioru pierwiastkéw tego
wielomianu nalezaty liczby —1 oraz 7:

9, 6,14, 12



Cwiczenie 6
Dane sg wielomiany

o F(z)=2x%+112% + 17z + 6,

o G(z) =2z — 622 — 22 + 6,

o H(z)=2x>—2*— Tz +6.
Kazdy z nich ma doktadnie trzy pierwiastki wymierne. Wskaz liczby, ktore sa pierwiastkami
poszczegdlnych wielomiandw.
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Cwiczenie 7

Wielomian W (z) = ® — 10z* + 2623 — 22z? + 252 — 12 ma doktadnie jeden pierwiasek
wymierny.

Pierwiastkiem tym jest liczba



Cwiczenie 8
Wskaz wszystkie pierwiastki wymierne wielomianu W (z) = x
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Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres rozszerzony Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto

1) znajduje pierwiastki catkowite i wymierne wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 okresla twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspoétczynnikach
catkowitych i jego dowod;

» znajduje pierwiastki wymierne wielomianu o wspotczynnikach wymiernych;
 stosuje twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspotczynnikach
catkowitych do znalezienia wszystkich pierwiastkow wielomianu w niektorych

przypadkach.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw parach;
e pracaw grupach.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

i

1. Przedstawienie tematu zaje¢: ,Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu’
oraz wspolne z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniéw na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj” oraz animacjy. Analizujg przedstawione przyktady
i notujg pytania. Nastepnie przedstawiaja pytania na forum klasy. Odpowiadaja na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultujg
swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalajg jedng wersje odpowiedzi.

4. Cwiczenia numer 6, 7i 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawia je
nauczyciel.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,,Sprawdz si¢”.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam / nauczytem sie...

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonujg polecenie 2 w sekcji ,Animacja’.

Materialy pomocnicze:



» Pierwiastki rownan
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacje do pracy przed lekcja. Uczniowie zapoznaja si¢
z jego trescig i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten sposob, zeby moc pozniej
samodzielnie rozwigza¢ zadania na lekcji.

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacj¢ na lekcji poswieconej rozwigzywaniu rownan

wymiernych.


https://epodreczniki.pl/a/pierwiastki-rownan/DTwdUrxkE

