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“Styszatem i zapomniatem.
Widziatem i zapamigtatem.
Zrobitem i zrozumiatem. ”

Konfucjusz

Uktady réwnan liniowych

Zadanie 1. Pokaz, ze dla zadanej macierzy A funkcja wykladnicza e jest podanej postaci:
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Zadanie 2. Znajdz macierz A, dla ktorej
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Zadanie 3. Obliczajac wartoSci wlasne i wektory wlasne macierzy ukladu, rozwiaz zagadnie-
nia poczatkowe:
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Zadanie 4. Wyznacz wszystkie wektory y takie, Ze rozwiazanie zagadnienia
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jest okresowa funkgja ¢.

Zadanie 5. Niech W bedzie podprzestrzenia niezmiennicza operatora liniowego A : R" — R".
Pokaz, ze jezeli yo € W, to rozwiazanie y(t) zagadnienia ¢y’ = Ay, y(0) = yo spetnia y(t) € W
dla kazdego t € R.

Zadanie 6. Zal6zmy, ze przynajmniej jedna wartos¢ wilasna operatora liniowego A na R” ma
SciSle dodatnia czesé¢ rzeczywista. Pokaz, ze dla dowolnych a € R", € > 0 istnieje rozwiazanie
ré6wnania y' = Ay takie, ze ||y(0) — a|| < € oraz tll)rglo lly(t)]| = oo.

Zadanie 7. Zal6zmy, ze ¢y (t) (k = 1,2,...,n) sa rozwiazaniami zagadnienia v’ = Ay, y(0) = ey
(ex = (0, ..., 1,...0) —jedynka na k-tym miejscu). Udowodnij, ze et = (¢1(t), ..., ¢n(t)).



Zadanie 8. Rozwazamy uktad n réwnany’ = Ay+eMu, gdzie v jest wektorem wtasnym macie-
rzy A odpowiadajacym wartosci wlasnej \. Zat6zmy, ze macierz A ma n liniowo niezaleznych
wektorow wilasnych odpowiadajacych réznym warto$ciom wlasnym.

a) Pokaz, ze nie istnieje wektor a € R™ taki, ze 1)(t) = ae* jest rozwiazaniem.

b) Pokaz, ze rozwiazaniem jest 1(t) = ae’ + bte dla odpowiednio dobranych wektorow
a,beR™



Uktady réwnari liniowych pierwszego rzedu

Najwazniejsze twierdzenia podane na wyktadzie:
Twierdzenie 1. Niech A bedzie macierza n xn o statych wspétczynnikach. Wtedy zagadnienie
poczatkowe

i =Az,  I(ty) =2" =
ma dokladnie jedno rozwiazanie dla —co < t < +o00.

Twierdzenie 2. Niech A bedzie macierza n x n o stalych wspétczynnikach. Wszystkie rozwia-
zania ukladu 7’ = Az tworza n wymiarowa przestrzen liniowa.

Znajomo$¢ dowodu tego twierdzenia jest obowiazkowa. Jego dowdd polega na konstrukeji
bazy liniowej przestrzeni rozwiazan opierajac sie na sformutowanym powyzej twierdzeniu o
istnieniu i jednoznacznosci rozwiazan.

Wartosci wtasne i wektory wlasne, a wyznaczanie fundamentalnego zbioru rozwiqzan

Celem wykfadu bylo zaprezentowanie algorytéw wyznaczania n niezaleznych rozwiazan ukla-
du réwnan rézniczkowych
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Szukamy rozwiazan w specjalnej postaci
Z(t) = Mo,

gdzie A € R, a v jest wektorem w R". Zauwazmy, ze

d
ge)‘tz’) = XeMo oraz  A(eMo) = eMAD.

Podstawiajac wiec Z(t) = e\ do ukladu otrzymujemy uktad réwnat liniowych na A i o:
Av = \o.

Wiadomo z wykladu z algebry liniowej, Ze niezerowe rozwiazania \ i v powyzszego ukladu
nazywaja sie¢ odpowiednio wartosciami wlasnymi i wektorami wtasnymi.

Z wykladu z algebry liniowej powinno by¢ znane nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3. Wektory wiasne odpowiadajace r6znym wartoéciom wlasnym sa niezalezne.

Z tego twierdzenia wynika natychmiast, ze jezeli maciez A ma n ré6znych wartosci wiasnych,
to znajdujac odpowiadajace im wektory wiasne tatwo konstruujemy rozwiazanie ogélne.
Jezeli macierz A ma zespolona warto$¢ wilasna, to wyznaczamy odpowiadajacy jej zespolony
wektor wlasny, a nastepnie dwa rzeczywiste liniowo niezalezne rozwiazania konstruujemy
postugujac sie twierdzeniem.

Twierdzenie 4. Jezeli z(t) = y(t) + iZ(t) jest rozwiazaniem o wartosciach zespolonych ukladu
T’ = AZ, to y(t) oraz z(t) sa rozwiazaniami o wartosciach rzeczywistych tego uktadu.



Posta¢ wyktadnicza macierzy

Dla danej macierzy kwadratowej A definiujemy
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Najwaznieszy fakt z wykladu moéwi, Ze szereg ten jest zbiezny dla wszystkich ¢ € R oraz
% AL g oAt

Twierdzenie 5. Dla dowolnego wektora v € R", funkcja o warto$ciach w R"
z(t) = e
jest rozwiazaniem uktadu 7’ = Az.

Przy wyznaczaniu macierzy ' czesto przydaje sie nastepujacy lemat.
Lemat 6. Jezeli AB = BA, to e85 = 4B,

Lemat ten nietrudno udowodnié stosujac definicje funkcji wyktadniczej.
Przyklad. Wyznaczymy trzy liniowo niezalezne rozwiazania nastepujacego ukladu réwnan
rézniczkowych:

=y
Il
S O =

1
1
0

D OO
I

Réwnaniem charakterystycznym macierzy uktadu jest (1 — A\)?(2 — ) — zatem mamy dwie
wartoéci wlasne: A = 1i A = 2.

Wektorem wlasnym odpowiadajacym warto$ci wlasnej A = 2 jest (0,0, 1)7, a wiec jako pierw-
sze rozwiazanie naszego ukladu otrzymujemy

Podobnie wyznaczamy wektor wlasny odpowiadajacy A = 11w ten sposéb dostajemy drugie
rozwiagzanie uktadu:



Poniewaz A = 1 jest dwukrotna warto$cia wlasna wiec teraz szukamy rozwiazania v ukladu
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Natychmiast otrzymujemy, Ze rozwiazaniem jest vz = 0 oraz vy, v2 sa dowolne. Wybierzmy tyl-
ko jeden z takich wektoréw (niezalezny od dwéch wektoréw wiasnych znalezionych powyzej)
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ktory spetnia (A — I)?v = 0, ale (A — I)v # 0. Wyznaczamy teraz trzecie liniowo niezalezne
rozwiazanie rozwazanego ukfadu:
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Macierz fundamentalna.

Niech A bedzie macierza n x n ukltadu
¥ = Az.

Zal6zmy, ze znamy n liniowo niezaleznych rozwiazan tego uktadu: z!(t), ..., z(t). Wiemy, ze
rozwiazanie og6lne ukladu () ma postaé

I(t) = a2 (t) + ... + e, 2" (t).

Definicja 7. Utwo6rzmy macierz X (¢), ktorej kolumnami sa wektory z'(¢), ..., 2"(t). Macierz
X (t) nazywa sie macierza fundamentalna uktadu ().

Najwazniejsze twierdzenie dotyczace macierzy fundamentalnej. Znajomos$é dowodu jest obo-
wiazkowa.
Twierdzenie 8. Zat6zmy, ze znamy macierz fundamentalna X (¢) uktadu ' = Az. Wtedy

et = X (1) X 10).

Dowéd tego twierdzenia opiera sie na trzech lematach.
Lemat9. Macierz X (t) jest macierza fundamentalng uktadu () wtedy i tylko wtedy gdy X'(t) =
AX(t) oraz det X (0) # 0.

Lemat 10. Macierz e/ jest macierza fundamentalna uktadu ().

Lemat 11. Jezeli X (¢) oraz Y (¢) sa dwoma macierzami fundamentalnymi uktadu (), to istnieje
macierz C o statych wspétczynnika taka, ze Y (t) = X (¢)C.

Réwnania niejednorodne

Konstrukcja rozwiazan zagadnienia poczatkowego dla uktadu niejednorodnego

B B fi(?)
¥ =Az+ f(t) gdzie f(t)=
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Twierdzenie 12. Zalézmy, ze X (t) jest macierza fundamentalng uktadu jednorodnego z’ =
Az. Wtedy rozwiazaniem zagadnienia niejednorodnego (1)-(2) jest

t
I(t) = X)X Hto)z" + X(t) [ X Ys)f(s) ds..
to
Dodatkowo, jezeli przyjmiemy, ze X (t) = e'4, to wz6r () mozemy zapisaé nastepujaco

t
Z(t) = eAl0)Z0 1 [ eAW=3) £(5) ds.
to



