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“Majac dwadziescia lat, myslatem tylko o kochaniu.
Potem kochatem juz tylko myslec. ”

Albert Einstein

Istnienie i jednoznacznos¢ rozwiqzan

Zadanie 1. Wyprowadz wzdér na n-ta iteracje Picarda y,,(z) i oblicz jej granice gdy n — oo dla
podanych zagadniers Cauchy’ego:

a)y' =-y y0)=1 b) v =2yt y(0)=1, 0y =-y" y0)=0.
Zadanie 2. WyprowadZ wzdr na n-ta iteracje Picarda dla zagadnienia poczatkowego
2’ = 2%, 2(0) = 1 na odcinku [0,2], jezeli zo(t) = 1. Oblicz granice tego ciagu. Znajdz roz-
wiazanie zagadnienia i poréwnaj rezultaty.

Zadanie 3. Stosujac twierdzenie Picarda-Lindel6fa dla podanych nizej zagadniers Cauchy’ego
udowodnij, Ze rozwiazanie y = y(t) istnieje na zadanym przedziale:

a) y' =y® +cost?, y(0) =0,0 <t < g, b) y' =14y +ycost,y(0) =0,0<t < 3.
Zadanie 4. Rozwazmy réwnanie 2y = t%y”. Rozwiazania y = 0iy = t? spelniaja warunki
poczatkowe y = y' = 0 dlat = 0. Wyjasnij, dlaczego zachodzi ta niejednoznaczno$¢ rozwiazan.
Zadanie 5. Zbadaj iloé¢ rozwiazan zagadnienia w zalezno$ci od warto$ci parametru a:

a) y' =y* y(0)=0, b) ' =yllogy|*, (0)=0.
Zadanie 6. Znajdz rozwiazanie zagadnienia ¢’ = /1 — 2, y(0) = 1, r6zne od rozwiazania
y(t) = 1. Ktére z zatozerr twierdzenia Picarda-Lindeltfa nie jest spelnione?
Zadanie 7. Niech y(t) bedzie nieujemna ciagla funkcja spelniajaca
t
y(t) <L [ y(s)ds

to
na odcinku ¢ty < t < tp+ . Udowodnij, ze y(t) = 0 dla tp <t < tp+« (latwiejsza wersja lematu
Gronwalla). WSKAZOWKA: Pokaz indukcyjnie, ze y(t) < c¢(L"/n!)(t — to)".
Zadanie 8. Stosujac lemat Gronwalla udowodnij, ze y(f) = —1 jest jedynym rozwiazaniem
zagadnienia v’ = t(1 +y), y(0) = —1.
Zadanie 9. Zbadajistnienie rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego v’ = f(y,t) iy(0) = 0, gdzie

-1 t<0,yeR
1 t>0,yeR

f(y7t) :{



Powtérzenie materiatu z wyktadu: Iteracje Picarda.

Twierdzenie 1. Funkcja y = y(t) jest rozwiazaniem zagadnienia

Y — It o) =wo

wtedy i tylko wtedy gdy y = y(t) jest rozwiazaniem réwnania catkowego

t

y(t) = yo + t f(s,y(s)) ds.

Iteracje Picarda dla zagadnienia Cauchy’ego () to ciag funkdji y,(¢), n = 0,1,2,3, ..., zdefiniowanych
nastepujaco

t

Yo(t) =vo, Ynt1(t) =yo + ) f(s,yn(s)) ds.

f’!L
nl”

Przyktad. Ciag iteracji Picarda dla zagadnienia %’ =y, y(0) = 1 mapostac y,(t) = 1+t+ 2—2, + ?} +..4

Na wykladzie rozwazano zagadnienie Cauchy’ego

% = f(tvy)u y(to) = Yo-

Sformutowano i udowodniono nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. (Picarda-Lindeltfa) Zal6zmy, ze funkcje f(t,y) i %;’y) sa ciagle w prostokacie

R={(t,y) : to <t <to+a, [y—yol <b}.
Obliczmy M = max( )er |f(t,y)| oraz o« =min(a, ).
Wtedy zagadnienie poczatkowe % = f(t,y), y(to) = yo ma dokladnie jedno rozwiazanie y(t) na
odcinku ¢y <t < ¢y 4+ . Podobny wynik jest prawdziwy dla t < to.

Najwazniejsze fakty z dowodu:
e Najpierw dowodyzi sie, ze ciag iteracji Picarda y,,(t) zbiega jednostajnie do pewnej funkgji y(t).

¢ Nastepnie przechodzac do granicy otrzymujemy, ze funkgcja y(t) jest rozwiazaniem réwnania cat-
kowego réwnowaznego zagadnieniu ().

e Aby udowodni¢ jednoznacznos¢ rozwiazan postepujemy nastepujaco. Zaktadamy (nie wprost),
ze mamy dwa rozwiazania y(t) i §(¢) zagadnienia (). Definiujemy funkcje w(t) = y(t) — g(¢) i
dowodzimy, ze spetnia ona nier6wnosé

t
lw(t)] < L [ [w(s)] ds

to

dla pewnej stalej L. Aby udowodni¢, ze w(t) = 0 na odcinku [to, to + @] stosujemy lemat Gron-
walla.

Twierdzenie 3. (Lemat Gronwalla) Zal6zmy, ze funkcja u(t) jest nieujemna na przedziale [tg, T] i spel-
nia na tym przedziale nieréwnos¢ catkowa

u(t) <a—|—b/ttu(s) ds

dla wszyskich t € [to, T] i pewnych statych a > 0ib > 0. Wtedy zachodzi oszacowanie u(t) < ae®(*~t0).

Uwaga. W dowodzie jednoznacznosci rozwiazan zagadnienia () stosujemy to twierdzenie z a = 0.



