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G. KARCH & M. KRUPSKI & SZ. CYGAN

Jest tylko 10 rodzajow ludzi na Swiecie:
ci, ktérzy rozumieja uktad dwdjkowy,
i ci, ktdérzy go nie rozumiejq.

Autor nieznany

Stabilnos¢ w sensie Lapunowa

Zadanie 1. Ustal, czy rozwiazania stacjonarne réwnania 2’ = —z(1 — z) sa stabilne czy niesta-
bilne w sensie Lapunowa.

Zadanie 2. Zbadaj stabilno$¢ rozwiazan zagadnienia poczatkowego:
a) Y =1+t—y, y(0)=0; b) y' =2i(y+1), y(0) =0

Zadanie 3. Udowodnij, ze wszystkie rozwiazania réwnania ¢’ = y* z warunkiem poczatko-
wym z(0) > 0 sa niestabilne, natomiast rozwiazania z warunkiem poczatkowym z(0) < 0 sa
stabilne w sensie Lapunowa.

Zadanie 4. Udowodnij, ze stabilno$¢ rozwiaza dowolnego rozwiazania y(t) niejednorodnego
uktadu réwnan liniowych ¢’ = Ay + f(¢) jest rtbwnowazna stabilnosci rozwiazania stacjonar-
nego y = 0 réwnania jednorodnego y' = Ay.

Punkty stacjonarne uktadéw na ptaszczyzZnie

Zadanie 5. Nie obliczajac wartosci wlasnych ponizszej macierzy udowodnij, ze kazde rozwia-

zanie ukladu
2\ (-3 1 x
y) \1 =3/\y

WSKAZOWKA: Udowodnij, ze proste y = 3x oraz = = 3y dziela ptaszczyzne fazowa na cztery
obszary, w ktérych pochodne z’ i y’ maja ustalony znak.

zbiega do zera gdy t — oc.

Zadanie 6. Naszkicuj portrety fazowe nastepujacych uktadéw réwnan rézniczkowych:
2) Z\ (-5 1 x 0 '\ (1 -1\ (z
v \1 —=5)\y v \b =3)\y)’
x -4 -1\ (=z z’ 2 1 T
Zadanie 7. Zbadaj charakter punktéw stacjonarnych uktadéw réwnar:
a) ' =y+322, y =x—3y% c) ' =€ -1, o =sin(z +y);
b) ' =y+cosy—1, 3y =—sinz+ 23 d) o = —zy?, o =2ty

(Czy punkt jest weztem, ogniskiem, Srodkiem? Czy jest stabilny?)



Zadanie 8. Okresl, dla jakich warto$ci parametréw a i b rozwiazanie zerowe jest stabilne

a) @' =ax—2y+2* Y =x+y+ay b) & =ax+y+a? Y =z+by+y

Stabilnosé rozwiazan w sensie Lapunowa

Niech bedzie dane réGwnanie

gdzie f : Q — R™ oraz Q C R™ jest zbiorem otwartym zawierajacym poczatek ukladu wspétrzednych.
Zakladamy, ze f jest klasy C' oraz spetnia warunek f(0) = 0.

Fakt1. Jezeli chcemy badas¢ przy pomocy powyzszego twierdzenia stabilnos¢ rozwiazania z(t) innego
niz tozsamosciowo réwne zeru, to wéwczas w réwnaniu nalezy dokonasé podstawienia z(t) = z(t) —
Z(t). Wowczas funkgja z(t) spelnia rownanie rézniczkowe 2’ = f(z — ) + &’. Zauwazmy, ze Z = 0 jest
rozwiazaniem tego nowego réwnania i wystarczy badas¢ jego stabilnos¢.

Stabilnos¢ rozwiazan uktadu réwnan liniowych

Twierdzenie 2.
Rozwazamy uktad liniowy o statych wspétczynnikach 7 = Az.

e a) Jezeli wszystkie wartosci wlasne macierzy A maja ujemna czeé¢ rzeczywista, to rozwiazane
Z(t) = 0 jest asymptotycznie stabilne. Dodatkowo, istnieja dodatnie state Ki « takie, ze kazde
rozwiazanie T = Z(t) tego ukladu spetnia oszacowanie ||z(t)| < Ke™*!||z(0)]|.

e b) Jezeli co najmniej jedna warto$¢ wlasna macierzy A ma dodatnia czes¢ rzeczywista, to rozwia-
zanie Z(t) = 0 jest niestabilne.

Linearyzacja uktadu réwnan rézniczkowych

Twierdzenie 3. Rozwazamy uklad réwnan rézniczkowych
T = Az + g(z),

gdzie macierz A jest macierza kwadratowa o stalych wspétczynnikach, natomiast g = ¢(z) = g(x1, ..., z»)
jest funkcja klasy C? taka, ze g(0) = 0 oraz lim,_.o 4% = 0.

=l —

e a) Jezeli wszystkie wartosci wlasne macierzy A maja ujemna cze$¢ rzeczywistla, to rozwiazane
Z(t) = 0 ukladu jest asymptotycznie stabilne. Dodatkowo, istnieja dodatnie state K i « takie,
ze kazde rozwiazanie z = Z(t) ukladu z dostatecznie matym warunkiem poczatkowym ||z (0)]|]
spelnia oszacowanie ||Z(t)|| < Ke~*!||z(0)]|.

e b) Jezeli co najmniej jedna wartos¢ wiasna macierzy A ma dodatnia czes¢ rzeczywista, to rozwia-
zanie Z(t) = 0 uktadu () jest niestabilne.

Punkt a) dowodzi sie przy pomocy réwnowaznego sformutowania catkowego

() = M3 (0) + /O A=) g(3(s)) ds.

Kluczowa role odgrywa tutaj oszacowanie rozwiazan uktadu réwnan liniowych zawarte w twierdzeniu
poprzednim. Dowdéd punktu b) zostal pominiety ma wykladzie.

Linearyzacjq nieliniowego uktadu ¥’ = f(z) w pukcie réwnowagi z = 0 nazywamy uklad réwnan linio-
wych ' = Az, gdzie macierz A = D f(0).



