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Programowanie dynamizne

IIUWr. II rok informatyki. Opraowaª: Krzysztof Lory±

2.3 Problem Pleakowy

Problem pleakowy obejmuje szerok¡ klas� problemów optymalizaji kombinatoryznej. Dla danego

zbioru przedmiotów o okre±lonyh wagah i warto±iah nale»y wybra¢ podzbiór o jak najwi�kszej

sumaryznej warto±i i sumaryznej wadze nie przekrazaj¡ej zadanego ogranizenia.

Wi�kszo±¢ problemów pleakowyh (w tym obie wersje, które przedstawimy) nale»y do klasy pro-

blemów NP-trudnyh, o oznaza, »e razej nie mo»emy spodziewa¢ si� rozwi¡za« dziaªaj¡yh w

zasie wielomianowym od rozmiaru danyh. Algorytmy, które poka»emy s¡ pseudowielomianowe.

2.3.1 Wersja z powtórzeniami

Problem:

Dane: i¡g w1, . . . , wn ∈ N
i¡g v1, . . . , vn ∈ R
lizba W ∈ N

Wynik: wielozbiór zbiór {i1, . . . , ik} taki, »e

∑k

j=1 wij ≤ W oraz

∑k

j=1 vij jest maksymalna

Zakªadamy, »e waga ka»dego przedmiotu nie przekraza W .

Podproblemy: mniejszy pleak.

K(w) = maksymalna warto±¢ pleaka osi¡galna dla pleaka o pojemno±i w.

Fakt 1

K(w) =

{

0 je±li w = 0,
maxi:wi<w{K(w − wi) + vi} je±li w > 0

✷

Czas dziaªania: O(nW ).

2.3.2 Wersja bez powtórze«

Problem:

Dane: i¡g w1, . . . , wn ∈ N
i¡g v1, . . . , vn ∈ R
lizba W ∈ N

Wynik: zbiór {i1, . . . , ik} taki, »e

∑k
j=1 wij ≤ W oraz

∑k
j=1 vij jest maksymalna.

Podproblemy: mniejszy pleak pakowany podzbiorem przedmiotów.

K(w, j) = maksymalna warto±¢ pleaka osi¡galna dla pleaka o pojemno±i w oraz przedmiotów {1, . . . , j}.

Fakt 2

K(w, j) =

{

0 je±li w = 0 lub j = 0
max{K(w − wj , j − 1) + vj ,K(w, j − 1)} wpp

✷

Czas dziaªania: O(nW ).
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2.4 Najkrótsze ±ie»ki mi�dzy wszystkimi parami wierzhoªków

Do uzupeªnienia.

2.5 Przynale»no±¢ do j�zyka bezkontekstowego

2.5.1 De�nija problemu

Rozpozynamy od przypomnienia podstawowyh poj�¢ zwi¡zanyh z gramatykami bezkontekstowymi

(poj�ia te powinny by¢ znane z wykªadu Wst�p do Informatyki).

De�nija 1 Gramatyk¡ bezkontekstow¡ nazywamy system G = 〈VN , VT , P, S〉, gdzie

• VN i VT s¡ sko«zonymi rozª¡znymi zbiorami (nazywamy je odpowiednio alfabetem symboli

nieterminalnyh i alfabetem symboli terminalnyh);

• P jest sko«zonym podzbiorem zbioru VN × (VN ∪ VT )
∗
(elementy P nazywamy produkjami);

• S ∈ VN i jest nazywany symbolem poz¡tkowym gramatyki.

Zwyzajowo produkje (A,α) zapisujemy jako A → α.

De�nija 2 Je±li ka»da produkja gramatyki bezkontekstowej G jest postai:

• A → BC lub

• A → a,

gdzie A,B,C ∈ VN i a ∈ VT , to mówimy, »e G jest w normalnej postai Chomsky'ego.

De�nija 3 Nieh G = 〈VN , VT , P, S〉; α, β, γ ∈ (VN ∪VT )
∗
oraz A ∈ VN . Mówimy, »e ze sªowa αAβ

mo»na wyprowadzi¢ w G sªowo αγβ, o zapisujemy αAβ ⇒ αγβ, je±li A → γ jest produkj¡ z P .

De�nija 4 J�zyk L(G) generowany przez gramatyk� G = 〈VN , VT , P, S〉 de�niujemy jako

L(G) = {w | w ∈ V ∗T oraz S
∗
⇒ w},

gdzie

∗
⇒ oznaza tranzytywne domkni�ie relaji ⇒.

Przykªad 1. Nieh

• VN = {S, T, L,R};

• VT = {(, )};

• P = {S → SS ; S → LT ; S → LR ; T → SR ; L → ( ; R →) }

Jak ªatwo sprawdzi¢ L(G) jest j�zykiem zawieraj¡y wszystkie sªowa zbudowanie z poprawnie rozsta-

wionyh nawiasów.

Przykªadowe wyprowadzenie sªowa w=(()()):

S ⇒ LT ⇒ LSR ⇒ LSSR ⇒ LLRSR ⇒ LLRLRR ⇒ (LRLRR ⇒

(LRL)R ⇒ (L)L)R ⇒ (L)()R ⇒ (()()R ⇒ (()())

✷

Problem:

Dla ustalonej gramatyki bezkontekstowej G = 〈VN , VT , P, S〉 w normalnej postai Chomsky'ego

Dane: sªowo w = a1 . . . an (ai ∈ VT dla i = 1, . . . , n)
Wynik: "TAK� - je±li w ∈ L(G)

�NIE� - w przeiwnym przypadku.
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2.5.2 Algorytm naiwny

Nieh M(w) oznaza zbiór sªów wyprowadzalnyh z w w jednym kroku.

F0 ← {S}
for i = 1 to 2|w| − 1 do

Fi+1 ←
⋃

w∈Fi
M(w)

if w ∈ F2|w|−1 then return �TAK� else return �NIE�

Poprawno±¢: Ka»da produkja gramatyki w normalnej postai Chomsky'ego albo zwi�ksza o je-

den dªugo±¢ wyprowadzanej frazy albo zamienia symbol nieterminalny na terminalny. Tak wi� ka»de

sªowo z j�zyka o dªugo±i n jest wyprowadzane z S po 2n− 1 krokah.

Koszt: Czynnikiem determinuj¡ym koszt algorytmu jest koszt p�tli wewn�trznej, a ten w gªów-

nym stopniu zale»y od wielko±i zbiorów Fi. Niestety, nawet dla tak prostyh gramatyk jak ta z

Przykªadu 1, zbiory Fi mog¡ zawiera¢ wykªadnizo wiele sªów.

2.5.3 Algorytm dynamizny

Idea:

Je±li w = a1 . . . an jest sªowem z j�zyka L(G), to pierwsza produkja zastosowana w jego wypro-

wadzeniu (o ile n > 1) musi mie¢ posta¢ S → AB. Poniewa» dalsze wyprowadzenie z symbolu A jest

niezale»ne od wyprowadzenia z symbolu B, wi� musi istnie¢ i ( 1 ≤ i ≤ n−1) takie, »e z A
∗
⇒ a1 . . . ai

oraz B
∗
⇒ ai+1 . . . an .

Na postawie tej obserwaji mo»emy ªatwo zbudowa¢ algorym rekurenyjny, jednak zas jego dziaªa-

nia mo»e by¢ wykªadnizy. W szzególno±i algorytm taki wielokrotnie mo»e próbowa¢ wyprowadza¢

ten sam fragment sªowa w z tego samego symbolu nieterminalnego.

Przykªad 2. Nieh gramatyka zawiera (mi�dzy innymi) produkje S → AB oraz A → AA. Na

drugim poziomie rekursji rekurenyjna proedura mo»e by¢ wywoªywana dla A i podsªów a1 . . . ai
(dla i = 1, . . . , n− 1); wewn¡trz ka»dego z tyh wywoªa« b�dzie ona znów wywoªywana m.in. dla A i

podsªów a1 . . . aj (j = 1, . . . , i− 1).
✷

Podej±ie dynamizne polega na oblizeniu dla ka»dego podsªowa sªowa w (poz¡wszy od pod-

sªów jednoliterowyh a sko«zywszy na aªym w) zbioru nieterminali, z któryh da si� to podsªowo

wyprowadzi¢. Innymi sªowy, elem jest wyznazenie zbiorów mi,j (1 ≤ i ≤ j ≤ n):

mi,j = {A | A ∈ VN & A
∗
⇒ ai . . . aj}

Odpowiedzi¡ algorytmu b�dzie warto±¢ wyra»enia S ∈ m1,n.

Zbiory mi,j wyznazy¢ mo»na na podstawie nast�puj¡yh zale»no±i:

mi,i = {A | (A → ai) ∈ P} dla i = 1, . . . , n

mi,j =

j−1
⋃

k=i

mi,k ⊗mk+1,j dla 1 ≤ i < j ≤ n

gdzie mi,k ⊗mk+1,j = {A | (A → BC) ∈ P dla pewnyh B ∈ mi,k oraz C ∈ mk+1,n}

Koszt: ªatwo sprawdzi¢, »e algorytm wykonuje Θ(n3) operaji ⊗. Poniewa» koszt jednej operaji ⊗
jest staªy (patrz Uwagi implementayjne), Θ(n3) opisuje koszt aªego algorytmu.
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Uwagi implementayjne. Elementy oblizanej tabliy s¡ zbiorami. To stanowi istotn¡ ró»ni� w

stosunku do poprzednih przykªadów, gdzie elementy tabliy byªy prostego typu. Przyj�ie odpowied-

niej struktury danyh do pami�tania zbiorów mi,j oraz wybór metody oblizania wyniku operaji ⊗
mo»e mie¢ istotny wpªyw na koszt algorytmu.

Przykªadowo: zbiory mi,j mo»emy pami�ta¢ jako wektory harakterystyzne lub jako listy. W

pierwszym przypadku potrzebujeny ∼ (1/2)n2|VN | bitów na zapami�tanie tabliy. W drugim przy-

padku ponosimy spore koszty pami�iowe zwi¡zane z u»ywaniem wska¹ników - jednak mog¡ one by¢

opªaalne, gdy w ±rednim przypadku rozmiar zbiorów mi,j jest niedu»y. W tym przypadku rozs¡dn¡

metod¡ oblizania mi,k ⊗mk+1,j mo»e okaza¢ si� zwykªe przegl¡danie list:

for eah B ∈ mi,k do

for eah C ∈ mk+1,j do

if BC jest praw¡ stron¡ produkji z P

then mi,j ← mi,j ∪ { symbol z lewej strony tej produkji }

Przy odpowiednim zapami�taniu informaji o produkjah, koszt takiego oblizenia nie zale»y od

lizby produkji i jest proporjonalny do ilozynu dªugo±i list, o w rozwa»anym przypadku mo»e

by¢ znaznie mniejsze od |VN |2. Je±li lizba produkji jest niewielka opªaalne mo»e by¢ zastosowanie

innego sposobu:

for eah (A→ BC) ∈ P do

if B ∈ mi,k & C ∈ mk+1,j then mi,j ← mi,j ∪ {A}

Sposób ten jest szzególnie atrakyjny przy wektorowej reprezentaji zbiorów, poniewa» wówzas

zas odpowiedzi na pytanie o przynale»no±¢ elementu do zbioru jest staªy i koszt powy»szej p�tli

wynosi Θ(|P |).

2.6 Drzewa rozpinaj¡e drabin

De�nija 5 Drabin¡ n-elementow¡ nazywamy graf Dn przedstawiony na rysunku 1

1

1 '

2 3 4 (n -2) n

2 ' 3 ' 4 ' (n -2) '

n -1

(n -1) ' n '

Rysunek 1: Drabina n elementowa.

Problem:

Dane: lizby naturalne n, k;
i¡g par lizb naturalnyh {ui, vi} (i = 1, . . . ,m)

Interpretaja: pary {ui, vi} okre±laj¡ wyró»nione kraw�dzie w n-elementowej dra-

binie;

Wynik: Lizba drzew rozpinaj¡yh o k kraw�dziah wyró»nionyh.

Ide� algorytmu przedstawimy rozwa»aj¡ prostszy problem, a mianowiie problem wyznazania

lizby drzew rozpinaj¡yh w Dn (bez uwzgl�dniania kraw�dzi wyró»nionyh). Co prawda, w takim

przypadku mo»na w prosty sposób wyprowadzi¢ zwi�zªy wzór na t� lizb�, lez nie to jest naszym

elem.
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W dalszym i¡gu, mówi¡ o drabinie Di, b�dziemy mie¢ na my±li podgraf drabiny Di indukowany

przez wierzhoªki {1, . . . , i, 1′, . . . , i′}.

Fakt 3 Nieh T b�dzie dowolnym drzewem rozpinaj¡ym drabiny Di+1, dla dowolnego i ≥ 1. Wówzas

T ∩Di jest albo

• drzewem rozpinaj¡ym drabiny Di albo

• lasem rozpinaj¡ym grafu Di zªo»onym z dwóh drzew; jedno z tyh drzew zawiera wierzhoªek i
a drugie - wierzhoªek i′.

Analogizna wªasno±¢ zahodzi, gdy T jest lasem rozpinaj¡ym drabiny Di+1, zªo»onym z dwóh drzew,

przy zym jedno z tyh drzew zawiera wierzhoªek (i+ 1), a drugie - wierzhoªek i′ + 1).

Nieh Si oznaza zbiór drzew rozpinaj¡yh drabiny Di, a Ni zbiór lasów rozpinaj¡yh, o któryh

mowa w Fakie 3, w drabinie Di. Naszym elem jest polizenie warto±i |Sn|.

Idea algorytmu: Kolejno dla i = 1, . . . , n lizymy warto±i |Si| oraz |Ni|, korzystaj¡ z zale»no±i

przedstawionyh w poni»szym fakie:

Fakt 4 (a) |S1| = |N1| = 1

(b) Dla ka»dego i > 1:
|Si| = 3|Si−1|+ |Ni−1|,

|Ni| = 2|Si−1|+ |Ni−1|.

Dowód:

(a) Ozywiste.

(b) Nieh Ki = {(i−1, i), ((i−1)′, i′), (i, i′)} b�dzie zbiorem kraw�dzi, którymi Di ró»ni si� od Di−1.

Z dowolnego drzewa rozpinaj¡ego T ∈ Si−1 mo»na utworzy¢ trzy ró»ne drzewa rozpinaj¡e z Si

poprzez dodanie dowolnyh dwóh kraw�dzi ze zbioruKi. Ponadto, dodaj¡ wszystkie kraw�dzie

z Ki do dowolnego lasu z Ni−1 mo¹na utworzy¢ jedno drzewo z Si. To uzasadnia pierwszy ze

wzorów.

Dodaj¡ kraw�d¹ (i − 1, i) do drzewa T ∈ Si−1 otrzymujemy las z Ni. Jedno z jego drzew

zawiera wierzhoªek i, a drugie z drzew skªada si� z izolowanego wierzhoªka {i′}. Analogiznie
otrzymujemy jeden las dodaj¡ do T kraw�d¹ ((i − 1)′, i′). Ponadto, z ka»dego lasu z Ni−1, po

dodaniu dwóh poziomyh kraw�dzi (i− 1, i) oraz ((i− 1)′, i′), otrzymujemy jeden las z Ni. To

uzasadnia drugi wzór. ✷

Teraz w prosty sposób mo»emy t� metod� uogólni¢ do rozwi¡zania problemu lizenia drzew roz-

pinaj¡yh z wyró»nionymi kraw�dziami. W tym elu zamiast ztereh zbiorów Si i Ni, rozwa»amy

2(k+1) zbiorów: Si(j), Ni(j), gdzie parametr j (j = 0, . . . , k) oznaza lizb� kraw�dzi wyró»nionyh.
Przykªadowo: Si(j) b�dzie si� równa¢ lizbie drzew rozpinaj¡yh w drabinieDi zawieraj¡yh dokªad-

nie j kraw�dzi wyró»nionyh. Wyprowadzenie wzorów analogiznyh do tyh z Faktu 4 pozostawiamy

jako proste ¢wizenie.

3 Appendix. NP-zupeªno±¢

Do zrozumienia materiaªu wykªadu w zasadzie wystarzy potozna wiedza, »e problemy NP-trudne
zy te» NP-zupeªne oznazaj¡ problemy, dla któryh najprawdopodobniej nie istniej¡ algorytmy dzia-

ªaj¡e w zasie wielomianowym. Nie oznaza to jednak, »e podanyh poni»ej poj�¢ i faktów mo»na

nie zna¢:-)
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3.1 De�nija klasy NP

Klasa NP bywa de�niowana na wiele sposobów. Najz�±iej poprzez niedeterministyzne maszyny

Turinga, jako klasa problemów deyzyjnyh, które s¡ przez te maszyny rozwi¡zywane w zasie wielo-

mianowym. My przyjmiemy nast�puj¡¡:

De�nija 6 Problem deyzyjny X nale»y do klasy problemów NP, je±li istnieje wielomianowy algo-

rytm A oraz wielomian p, takie »e:

x ∈ X ⇔ ∃yx
|yx| ≤ p(|x|) ∧ A(x, yx) =

′′ accept′′

Przyjmujemy tu powszehn¡ konwenj� uto»samiania problemu deyzyjnego ze zbiorem danyh,

dla któryh jest odpowied¹ �tak� (Przykªadowo problem Prime, polegaj¡y na stwierdzeniu zy dana

lizba jest pierwsza, uto»samiamy ze zbiorem lizb pierwszyh). Tak wi� powy»sz¡ de�nij� mo»na

odzyta¢ w ten sposób, »e problem X jest w klasie NP , je±li istnieje wielomianowy algorytm A, który
dla ka»dego x ∈ X zaakeptuje go, gdy x b�dzie podany na wej±iu wraz z pewnym, nie za dªu-

gim, argumentem yx (o dªugo±i ogranizonej przez wielomian od dªugo±i x-a). Taki yx nazywamy

±wiadkiem przynale»no±i x do X . Natomiast »aden x spoza X nie zostanie zaakeptowany przez A,
niezale»nie od tego z jakimi kandydatami na ±wiadków nie dostarzaliby±my go na wej±iu dla A.

Przykªad.

Rozwa»my problem NonPrime, polegaj¡y na sprawdzeniu, zy dana lizba jest zªo»ona. Prostym

algorytmem ±wiadz¡ym o przynale»no±i NonPrime do klasy NP jest poni»szy pro±iutki algorytm:

Algorytm D(x,y)

if (1 < y < x && x mod y == 0) return (�aept�)

else return (�rejet�)

�wiadkiem dla x ∈ NonPrime jest dowolny jego dzielnik, natomiast x 6∈ NonPrime nie zostanie

zaakeptowany przez D z »adnym kandydatem na ±wiadka. Ozywi±ie D dziaªa w zasie wielomia-

nowym. ✷

Aby si� przekona¢, »e nie zawsze tak ªatwo, jak dla NonPrime, mo»na poda¢ odpowiedni algorytm

±wiadz¡y o przynale»no±i problemu do klasy NP , spróbuj rozwi¡za¢ poni»sze ¢wizenie:

�wizenie.

Podaj algorytm ±wiadz¡y o przynale»no±i problemu Prime

1

do klasy NP .

3.2 Wi�ej o klasie NP

Nie wszystkie problemu z klasy NP s¡ jednakowo trudne. W szzególno±i nale»¡ do niej wszystkie

problemy z klasy P , a wi� takie, które mo»na rozwi¡za¢ algorytmami wielomianowymi nie korzysta-

j¡ymi ze ±wiadków.

W klasie

De�nija 7 Problem deyzyjny A jest NP-zupeªny, je±li:

• A ∈ NP,

• dowolny problem B z klasy NP jest wielomianowo redukowalny do problemu A.

Wyja±nienia wymaga jeszze drugi warunek w powy»szej de�niji.

1

W rzezywisto±i problem ten nale»y do klasy P, o zym wiadomo od 2002 roku: M.Agrawal, N.Kayal, N.Saxena,

Primes in P, teh. rep.; wersja zasopismowa w Annals of Mathematis 160(2): 781-793, 2004
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De�nija 8 Problem deyzyjny B jest wielomianowo redukowalny do problemu A, je±li istnieje funk-

ja f oraz wielomian q, takie, »e:

• istnieje wielomianowy algorytm oblizaj¡y warto±i funkji f ,

• ∀xx ∈ A ⇔ f(x) ∈ B.

Mam nadziej�, »e nie irytuje Was brak preyzji w powy»szyh de�nijah. Spowodowany jest on

prze±wiadzeniem, »e rozbudowany formalizm koniezny dla zahowania preyzji znieh�iªby wielu z

Was do przezytania notatki. Jestem te» przekonany, »e ªatwo �dopowieie� sobie szzegóªy.

Podstawowe problemy NP-zupeªne:

• 3-SAT

� Dane: Formuªa φ w postai 3CNF.

� Pytanie: Czy φ jest speªnialna?

• Trójwymiarowe skojarzenie

� Dane: Zbiór trójek M ⊆ W ×X × Y , gdzie W,X, Y - rozª¡zne zbiory, ka»dy o moy q

� Pytanie: Czy istnieje M ′ ⊆ M , o moy q, taki, »e »adne elementy z M ′ nie maj¡ takiej

samej wspóªrz�dnej?

• Pokryie wierzhoªkowe

� Dane: Graf G = (V,E) i lizba K ≤ |V |.

� Pytanie: Czy istnieje V ′ ⊆ V o moy nie wi�kszej ni» K, taki, »e ka»da kraw�d¹ z E jest

inydentna z o najmniej jednym wierzhoªkiem z V ′?

• Klika

� Dane: Graf G = (V,E) i lizba K ≤ |V |.

� Pytanie: Czy istnieje peªny podgraf w G o o najmniej K wierzhoªkah?

• Cykl Hamiltona

� Dane: Graf G = (V,E).

� Pytanie: Czy w G istnieje ykl przehodz¡y przez ka»dy wierzhoªek z V dokªadnie jeden

raz?

• Rozbiie

� Dane: Zbiór A i funkja wagowa c : A → Z+.

� Pytanie: Czy istnieje podzbiór A′ ⊆ A, taki, »e

∑

a∈A′

c(a) =
∑

a∈A\A′

c(a)?

Problemy NP-trudne.
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