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1 Schemat ogólny.

Typowe zadanie rozwi¡zywane metod¡ zachªann¡ ma charakter optymalizacyjny. Mamy dany sko«-
czony zbiór C. Rozwi¡zaniami zadania s¡ pewne podzbiory zbioru C. Znamy kryterium pozwaj¡ce na
porównywanie jako±ci rozwi¡za«. Chcemy znale¹¢ rozwi¡zanie, które jest optymalne wzgl¦dem tego
kryterium.

Przykªad

Problem:
Dane: liczba naturalna R oraz zbiór liczb naturalnych c1, c2, . . . , ck;

(interpretacja: R jest kwot¡, któr¡ chcemy rozmieni¢, a ci s¡ nominaªami monet).
Zadanie: rozmieni¢ kwot¦ R na mo»liwie najmniejsz¡ liczb¦ monet (przy zaªo»eniu, »e dyspo-

nujemy nieograniczon¡ liczb¡ monet ka»dego nominaªu).

W tym przykªadzie zbiorem C jest zbiór monet (zauwa», »e zbiór ten jest sko«czony, poniewa»
mo»emy przyj¡¢, »e nale»y do niego nie wi¦cej ni» R monet o nominale ci, dla ka»dego i = 1, . . . , k).
Rozwi¡zaniami problemu s¡ te podzbiory zbioru C, których elementy sumuj¡ si¦ do kwoty R. Kryte-
rium jako±ci rozwi¡zania jest liczba jego elementów. 2

Algorytm zachªanny konstruuje rozwi¡zanie, nazwijmy je S, stopniowo (zwykle startuj¡c od zbioru
pustego). W ka»dym z kolejnych kroków, algorytm rozwa»a jeden element z C, powiedzmy x. Element
ten jest umieszczany w S, je±li algorytm uzna, »e S∪{x} da si¦ rozszerzy¢ do rozwi¡zania. Niezale»nie
od decyzji, x jest usuwany z C. Wybór x-a dokonywany jest na podstawie lokalnego (zachªannego)
kryterium optymalno±ci.

Algorytmy zachªanne nie podejmuj¡ »adnych (lub prawie »adnych) dziaªa« sprawdzaj¡cych czy
konstruowany zbiór ma szans¦ by¢ optymalnym rozwi¡zaniem. W efekcie algorytmy zachªanne s¡
proste i szybkie, ale mog¡ dawa¢ rozwi¡zania nieoptymalne, a nawet nie dawa¢ rozwi¡za«. Dlatego
wa»nym zadaniem jest analiza poprawno±ci algorytmu zachªannego. Je±li algorytm produkuje rozwi¡-
zania nieoptymalne, warta rozwa»enia mo»e by¢ kwestia "jak dalece nieoptymalne": czasami mog¡
one by¢ akceptowalnie bliskie optymalnym. Z takimi zagadnieniami zapoznamy si¦, gdy b¦dziemy
omawia¢ algorytmy aproksymacyjne.

Przykªad

Strategia zachªanna dla problemu wydawania reszty mo»e polega¢ na tym, by w kolejnych krokach do
konstruowanego rozwi¡zania wstawia¢ monet¦ o najwi¦kszym nominale nie przekraczaj¡cym kwoty
pozostaªej do wydania.
Mo»na ªatwo wykaza¢, »e dla zbioru nominaªów {1, 2, 5, 10, 20, 50, 100} taka strategia prowadzi za-
wsze do rozwi¡zania optymalnego. Natomiast dla zbioru {1, 2, 5, 9, 10} czasami daje rozwi¡zania
nieoptymalne: np. dla R = 14 znajdzie rozwi¡zanie 10, 2, 2, chocia» wystarczaj¡ dwie monety.
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1.1 Konstrukcja minimalnego drzewa rozpinaj¡cego

Rozwa»amy grafy nieskierowaneG = (V,E; c), gdzie V oznacza zbiór wierzchoªków, E - zbiór kraw¦dzi,
a c : E → R+ jest funkcj¡ wagow¡. Wag¡ podgrafu G′ = (V ′, E′) grafu G nazywamy sum¦ wag
kraw¦dzi z E′.

De�nicja 1 Drzewem rozpinaj¡cym grafu G = (V,E; c) nazywamy dowolne drzewo T = (V,E′),
takie, »e E′ ⊆ E. Drzewo rozpinaj¡ce T nazywamy minimalnym, je±li ma minimaln¡ wag¦ spo±ród

wszystkich drzew rozpinaj¡cych grafu G.

Problem:
Dane: graf G = (V,E; c)
Zadanie: Wyznaczy¢ minimalne drzewo rozpinaj¡ce T = (V,E′) grafu G.

Jak ªatwo zauwa»y¢ zadanie sprowadza si¦ do wyznaczenia zbioru kraw¦dzi drzewa rozpinaj¡cego.
Wiele znanych algorytmów rozwi¡zuj¡cych ten problem opartych jest na strategiach zachªannych.
Poni»ej przedstawiamy trzy z nich.

• Strategia 1: Algorytm Kruskala
Rozpoczynamy od pustego E′. Zbiór C jest pocz¡tkowo równy E. W kolejnym kroku rozpatru-
jemy kraw¦d¹ z C o minimalnej wadze. Dodajemy j¡ do E′, o ile nie powoduje to powstania
cyklu.

• Strategia 2: Algorytm Prima
Inicjujemy E′ wstawiaj¡c do niego minimaln¡ kraw¦d¹ spo±ród kraw¦dzi incydentnych z wierz-
choªkiem v (v - wybierany jest arbitrarnie). Podobnie jak poprzednio zbiór C jest pocz¡tkowo
równy E. W kolejnym kroku rozpatrujemy minimaln¡ kraw¦d¹ z C incydentn¡ z jak¡± kraw¦dzi¡
z E′ . Dodajemy j¡ do E′, o ile drugi z jej ko«ców nie jest incydentny z E′.

• Strategia 3: Algorytm Boruvki
Strategia ta nieco odbiega od ogólnego schematu. Zbiór E′ budujemy fazami. W ka»dej fazie
wykonujemy dwa kroki:

- Dla ka»dego wierzchoªka z G znajdujemy najkrótsz¡ incydentn¡ z nim kraw¦d¹; kraw¦dzie
te doª¡czamy do zbioru E′.

- Tworzymy nowy graf G′. Wierzchoªki w G′ (nazwijmy je superwierzchoªkami) odpowiadaj¡
spójnym skªadowym w E′. Dwa superwierzchoªki S1 i S2 ª¡czymy kraw¦dzi¡ wtedy i tylko
wtedy, gdy jaki± wierzchoªek z S1 byª poª¡czony w G kraw¦dzi¡ z jakim± wierzchoªkiem z
S2. Jako wag¦ tej kraw¦dzi przyjmujemy minimaln¡ wag¦ kraw¦dzi w G pomi¦dzy wierz-
choªkami z S1 i S2.
Za G przyjmujemy G′ i przechodzimy do nowej fazy.

Uwagi:

- algorytm Boruvki jest szczególnie przystosowany do implementacji na maszynach równole-
gªych;

- algorytm ten dziaªa poprawnie, gdy wszystkie kraw¦dzie maj¡ ró»ne wagi (to jednak zawsze
potra�my zagwarantowa¢).

Dowody poprawno±ci tych algorytmów s¡ podobne. ªatwo zauwa»y¢, »e wszystkie algorytmy znaj-
duj¡ drzewa rozpinaj¡ce. Strategie Kruskala i Boruvki gwarantuj¡ bowiem, »e w ka»dym momencie
kraw¦dzie z E′ tworz¡ las drzew, a strategia Prima gwarantuje, »e kraw¦dzie z E′ tworz¡ drzewo.
O ile graf G jest spójny, to po zako«czeniu dziaªania algorytmu graf (V,E′) tak»e jest spójny (w
przeciwnym razie minimalna kraw¦d¹ spo±ród kraw¦dzi o ko«cach w ró»nych skªadowych nie byªaby
doª¡czona przez algorytm do E′ - sprzeczno±¢?!), a wi¦c jest drzewem rozpinaj¡cym. Minimalno±¢
wyznaczonych drzew wynika z faktu, »e w ka»dym momencie konstrukcji zbioru E′ jest on rozszerzalny
do minimalnego drzewa rozpinaj¡cego.
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1.2 Szeregowanie zada«

Rozwa»ymy teraz dwa przykªady prostych problemów teorii szeregowania zada«. Obydwa dotycz¡
szeregowania dla pojedynczego procesora i daj¡ si¦ rozwi¡za¢ algorytmami zachªannymi. Pod tym
wzgl¦dem s¡ wyj¡tkowe, poniewa» wi¦kszo±¢ problemów szeregowania jest NP-trudna.

1.2.1 Szeregowanie zada« dla pojedynczego procesora

Scenariusz: System z jednym serwerem (procesorem) ma do obsªu»enia n zlece«. Zawczasu znany
jest czas obsªugi ka»dego zlecenia. Przez czas przebywania zlecenia w systemie rozumiemy czas jaki
upªyn¡ª od momentu zgªoszenia zlecenia systemowi do momentu zako«czenia jego obsªugi. Zakªadamy,
»e wszystkie zlecenia zgªoszone zostaªy jednocze±nie i »e obsªuga zlece« odbywa si¦ bez przerwa«, wi¦c
czas przebywania zlecenia w systemie jest równy sumie czasu oczekiwania na zlecenie i czasu obsªugi.
Za czas jaki zlecenia przebywaj¡ w systemie, system pªaci kar¦ proporcjonaln¡ do tego czasu, dlatego
naszym zadaniem jest ustawienie zlece« w kolejno±ci minimalizuj¡cej kar¦.

Problem:
Dane: ci¡g t1, . . . , tn dodatnich liczb rzeczywistych;

(interpretacja: tj - czas obsªugi j-tego zadania w systemie).
Zadanie: ustawi¢ zadania w kolejno±ci minimalizuj¡cej warto±¢:

T =
∑n

i=1 (czas przebywania i-tego zadania w systemie)

Strategia zachªanna: Zadania ustawiamy w kolejno±ci rosn¡cych czasów obsªugi.

Dowód poprawno±ci: Zauwa»amy , »e je±li zadania realizowane s¡ w kolejno±ci zadanej permutacj¡
π = (i1, i2, . . . , in) liczb (1, 2, . . . , n), to zwi¡zany z tym koszt wynosi:

T (π) = ti1 + (ti1 + ti2) + . . .+ (ti1 + . . .+ tin) =

n∑
k=1

(n− k + 1)tik

Zaªó»my, »e π jest optymalnym porz¡dkiem oraz »e istniej¡ x, y takie, »e x < y oraz tix > tiy .
Zamieniaj¡c ix oraz iy miejscami otrzymujemy nowy porz¡dek π′ o koszcie:

T (π′) = (n− x+ 1)tiy + (n− y + 1)tix +

n∑
k=1,k 6=x,y

(n− k + 1)tik .

Nowy porz¡dek jest lepszy, poniewa»

T (π)− T (π′) = (n− x+ 1)(tix − tiy ) + (n− y + 1)(tiy − tix) = (y − x)(tix − tiy ) > 0

co jest sprzeczne z zaªo»eniem optymalno±ci π. 2

1.2.2 Szeregowanie z terminami

Scenariusz: System z jednym procesorem ma do wykonania n zada«. Ka»de z nich wymaga jednej
jednostki czasu procesora. Dla ka»dego zadania znany jest zysk, jaki otrzyma system za jego wykonanie
oraz termin. Za wykonanie zadania po terminie system nie otrzymuje »adnego zysku. Naszym celem
jest ustawienie zada« w kolejno±ci maksymalizuj¡cej zysk.

Problem:
Dane: ci¡g d1, . . . , dn liczb naturalnych oraz

ci¡g g1, . . . , gn dodatnich liczb rzeczywistych;
(Interpretacja: di-termin dla i-tego zadania; gi-zysk za i-te zadanie).

Zadanie: znale¹¢ wykonalny podzbiór (patrz de�nicja poni»ej) zada« S ⊆ {1, . . . , n} maksyma-
lizuj¡cy sum¦

∑
i∈S gi.
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De�nicja 2 Ci¡g zada« 〈i1, i2 . . . in〉 taki, »e ∀k=1...n k ≤ dik nazywamy wykonalnym. Zbiór zada«

jest wykonalny, je±li wszystkie jego elementy mo»na ustawi¢ w ci¡g wykonalny.

Strategia zachªanna: Startuj¡c od zbioru pustego konstruujemy wykonalny zbiór zada«, na ka»-
dym kroku dodaj¡c do niego zadanie o najwi¦kszym gi spo±ród zada« jeszcze nie rozwa»onych (pod
warunkiem, »e zbiór pozostaje wykonalny).

Dowód poprawno±ci (szkic): Zaªó»my, »e nasz algorytm wybraª zbiór zada« I, podczas gdy istnieje
zbiór optymalny J 6= I. Poka»emy, »e dla obydwu zbiorów zysk za wykonanie zada« jest taki sam.
Niech πI , πJ -wykonalne ci¡gi zada« z I i J . Dowód przebiega w dwóch etapach:

1. Wykonuj¡c przestawienia otrzymujemy ci¡gi π′I oraz π′J takie, »e wszystkie wspólne zadania (tj.
zadania z I ∩ J) wykonuj¡ si¦ w tym samym czasie.

2. Pokazujemy, »e w pozostaªych jednostkach czasowych π′I oraz π′J maj¡ zaplanowane wykonanie
zada« o tym samym zysku.

Ad.1. Niech a ∈ C b¦dzie zadaniem umieszczonym na ró»nych pozycjach w πI oraz πJ . Niech b¦d¡ to
pozycje odpowiednio i oraz j. Bez zmniejszenia ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e i < j. Zadanie a
w ci¡gu πI mo»emy zamieni¢ miejscami z zadaniem znajduj¡cym si¦ na pozycji j, nazwijmy to
zadanie b. Otrzymamy ci¡g wykonalny, gdy»:

- da ≥ j, poniewa» a znajduje si¦ na pozycji j w πJ ,

- db > i, poniewa» b znajduje si¦ na pozycji j w πI .

Liczba zada« z I ∩J rozmieszczonych na ró»nych pozycjach w πJ i nowym ci¡gu πI zmniejszyªa
si¦ o co najmniej 1. Iteruj¡c post¦powanie otrzymujemy tez¦.

Ad.2. Rozwa»my dowoln¡ pozycj¦ i, na której ró»ni¡ si¦ π′I oraz π′J .
Zauwa»amy, »e zarówno π′I jak i π′J maj¡ na tej pozycji umieszczone jakie± zadanie, nazwijmy je
a i b odpowiednio. Gdyby bowiem π′J miaªo t¦ pozycj¦ woln¡, to mogliby±my umie±ci¢ na niej
a otrzymuj¡c ci¡g wykonalny dla J ∪ {a}, co przeczy optymalno±ci J . Z drugiej strony, gdyby
π′I miaªo t¦ pozycj¦ woln¡ to algorytm zachªanny umie±ciªby b w rozwi¡zaniu.

Wystarczy teraz pokaza¢, »e ga = gb:

- gdyby ga < gb, to algorytm zachªanny rozpatrywaªby wcze±niej b ni» a; poniewa» zbiór
I \ {a} ∪ {b} jest wykonalny (a wi¦c tak»e i ten jego podzbiór, który byª skonstruowany w
momencie rozpatrywania b), wi¦c b zostaªoby doª¡czone do rozwi¡zania.

- gdyby ga > gb, to J \ {b} ∪ {a} dawaªby wi¦kszy zysk ni» J?!

2

Pozostaje problem: jak mo»na ustala¢, czy dany zbiór J zªo»ony z k zada« jest wykonalny (oczywi±cie
sprawdzanie wszystkich k! ci¡gów nie jest najlepszym pomysªem). Poni»szy prosty lemat mówi, »e
wystarczy sprawdza¢ wykonalno±¢ tylko jednego ci¡gu.

Lemat 1 Niech J b¦dzie zbiorem k zada« i niech σ = (s1, s2 . . . sk) b¦dzie permutacj¡ tych zada«

tak¡, »e ds1 ≤ ds2 ≤ . . . ≤ dsk . Wówczas J jest wykonalny i� σ jest wykonalny.

1.2.3 Prosta implementacja

Zakªadamy, »e zadania uªo»one s¡ wedªug malej¡cych zysków, tj. g1 ≥ g2 ≥ . . . ≥ gn.
Prosta implementacja polega na pami¦taniu skonstruowanego fragmentu wykonywalnego ci¡gu

zada« w pocz¡tkowym fragmencie tablicy. Zadania umieszczane s¡ tam wedªug rosn¡cych warto±ci
terminów w sposób podobny jak w procedurze sortowania przez wstawianie.

Fakt 1 Taka implementacja dziaªa w czasie Ω(n2).
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1.2.4 Szybsza implementacja

Kluczem do szybszej implementacji jest nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 2 Zbiór zada« J jest wykonalny i� nast¦puj¡ca procedura ustawia wszystkie zadania z J w

ci¡g wykonalny:

∀i∈J ustaw i-te zadanie na pozycji t, gdzie t jest najwi¦ksz¡ liczb¡ caªkowit¡, tak¡ »e

0 < t ≤ min(n, di) i na pozycji t nie ustawiono jeszcze »adnego zadania.

Efektywna realizacja tej procedury u»ywa struktur do pami¦tania zbiorów rozª¡cznych. Poznamy je,
gdy b¦dziemy omawia¢ problem UNION-FIND. Uzyskany czas dziaªania algorytmu b¦dzie bliski li-
niowego.

Uwaga: Trzeba jednak pami¦ta¢, »e je±li zadania nie s¡, jak to zaªo»yli±my, wst¦pnie uporz¡dkowane
wedªug warto±ci gi, to czas dziaªania algorytmu zostanie zdominowany przez czas sortowania.

1.3 Pokrycie zbioru

Problem:
Dane: rodzina S = {S1, S2, . . . , Sk} podzbiorów n-elementowego uniwersum U

funkcja kosztu c : S → R+

Zadanie: Znale¹¢ najta«sz¡ podrodzin¦ S pokrywaj¡c¡ U , tj.
znale¹¢ S′ ⊆ S tak¡, »e

⋃
X∈S′ X = U i »adna inna podrodzina nie ma kosztu

mniejszego od Koszt(S′), gdzie koszt podrodziny Z jest zde�niowany jako

Koszt(Z) =
∑
X∈Z

c(X).

1.3.1 Strategie zachªanne

Mo»na pomy±le¢ o kilku ró»nych strategiach zachªannych dla tego problemu. Przykªadowo:

• Strategia 1: wybierz podzbiór pokrywaj¡cy najwi¦cej elementów.

• Strategia 2: wybierz najta«szy podzbiór.

• Strategia 3: wybierz podzbiór, który najtaniej pokrywa elementy.

• ...

Dla ka»dej z nich ªatwo mo»na poda¢ dane, dla których nie znajduje ona rozwi¡zania optymalnego.
Nie ma w tym nic dziwnego, poniewa» problem nale»y do klasy problemów NP-trudnych, wi¦c szansa
na istnienie algorytmu o zªo»ono±ci wielomianowej jest znikoma.1

1.3.2 Algorytm aproksymacyjny

Poka»emy jednak, »e trzecia strategia gwarantuje znalezienie rozwi¡zania, które jest niezbyt odlegªe
od rozwi¡zania optymalnego.

Najpierw sprecyzujemy t¦ strategi¦. W kolejnych krokach:

(a) dla ka»dego podzbioru Si okre±lamy cen¦ za pokrywany element (w skrócie cne):

cne(Si) =
c(Si)

|Si \ C|

gdzie C oznacza zbiór dotychczas pokrytych elementów.

1O problemach NP-trudnych b¦dziemy mówi¢ na jednym z kolejnych wykªadów.
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(b) do rozwi¡zania wybieramy ten z podzbiorów, dla którego warto±¢ cne jest minimalna.

Twierdzenie 1 Opisana powy»ej strategia zachªanna znajduje rozwi¡zanie o koszcie nie wi¦kszym ni»

(log n) ·OPT , gdzie OPT jest kosztem rozwi¡zania optymalnego.

Niech e1, e2, . . . , en b¦dzie ci¡giem elementów uniwersum wypisanych w kolejno±ci pokrywania ich
przez algorytm. Je±li pokrywanym elementom przypiszemy cen¦, równ¡ warto±ci cne podzbioru, który
je pokrywa, to koszt pokrycia mo»emy wyrazi¢ jako sum¦ cen elementów. Zauwa»amy nast¦puj¡cy
fakt, z którego wynika dowód twierdzenia.

Fakt 2 Dla ka»dego i = 1, . . . , n

cena(ei) ≤
OPT

n− i+ 1

Wynika on z nast¦puj¡cych spostrze»e«:

• W momencie pokrywania elementu ei niepokrytych byªo co najmniej n − i + 1 elementów uni-
wersum.

• Te niepokryte elementy mo»na by pokry¢ podzbiorami, które nale»¡ do rozwi¡zania optymal-
nego. Sumaryczny koszt tych podzbiorów jest nie wi¦kszy od OPT. Koszt ten zostaªby rozªo»ony
na ceny tych elementów, wi¦c istnieje element, którego cena jest nie wi¦ksza od ±redniej, tj. od
OPT
n−i+1 .

Algorytmy dziaªaj¡ce w czasie wielomianowym, które daj¡ gwarancj¦, »e otrzymane rozwi¡zanie ma
warto±¢ nie wi¦ksz¡ (w przypadku problemu minimalizacyjnego i nie mniejsz¡ w przypadku problemu
maksymalizacyjnego) ni» c · OPT nazywamy algorytmami aproksymacyjnymi. Warto±¢ c nazywamy
wspóªczynnikiem aproksymacji. Mo»e to by¢ warto±¢ staªa lub okre±lona funkcj¡, tak jak w przypadku
rozwa»anego tu algorytmu.

Powstaj¡ naturalne pytania:

• czy nie mo»na poprawi¢ analizy naszego algorytmu i wykaza¢, »e ma on lepszy (tj. mniejszy)
wspóªczynnik aproksymacji?

• czy nie istnieje inny algorytm dla problemu pokrycia zbioru, o lepszym wspóªczynniku aproksy-
macji?

• czy istnieje jakie± nietrywialne ograniczenie dolne na warto±¢ wspóªczynnika aproksymacji algo-
rytmów dla problemu pokrycia zbioru?

Odpowied¹ na pierwsze pytanie jest do±¢ prosta i byªa prezentowana na wykªadzie. Odpowied¹ na
pozostaªe pytania istotnie wykracza poza zakres wykªadu.

Algorytmom aproksymacyjnym b¦dziemy chcieli po±wi¦ci¢ jeszcze jeden wykªad po koniec semestru.
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