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Algorytmy i Struktury Danych

IIUWr. II rok informatyki.

1. (1pkt) Uªó», oparty o zasad¦ dziel i zwyci¦»aj, algorytm obliczaj¡cy najwi¦kszy wspólny dzielnik
dwóch liczb, który wykorzystuje nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:

gcd(a, b) =

 2gcd(a/2, b/2) gdy a, b s¡ parzyste,
gcd(a, b/2) gdy a jest nieparzyste a b jest parzyste,
gcd((a− b)/2, b) gdy a, b s¡ nieparzyste
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Porównaj zªo»ono±¢ tego algorytmu z algorytmem Euklidesa.

2. (2pkt) Przeanalizuj nast¦puj¡cy algorytm oparty na strategii dziel i zwyci¦»aj jednoczesnego
znajdowania maksimum i minimum w zbiorze S = {a1, . . . , an}:

Procedure MaxMin(S:set)
if |S|= 1 then return {a1, a1}
else

if |S|= 2 then return (max(a1, a2),min(a1, a2))
else

podziel S na dwa równoliczne (z dokªadno±ci¡ do jednego elementu) podzbiory S1, S2

(max1,min1)←MaxMin(S1)
(max2,min2)←MaxMin(S2)
return (max(max1,max2),min(min1,min2))

Uwaga: Operacja return (max(a1, a2),min(a1, a2)) wykonuje jedno porównanie.

• Jak poka»emy na jednym z wykªadów ka»dy algorytm dla tego problemu, który na elemen-
tach zbioru wykonuje jedynie operacje porównania, musi wykona¢ co najmniej d 32n − 2e
porównania. Dla jakich danych powy»szy algorytm wykonuje tyle porówna«? Podaj wzo-
rem wszystkie takie warto±ci.

• Jak bardzo mo»e ró»ni¢ si¦ liczba porówna« wykonywanych przez algorytm od dolnej gra-
nicy?

• Popraw algorytm, tak by osi¡gaª on t¦ granic¦ dla ka»dej warto±ci n?

3. (1,5pkt) Otoczk¡ wypukª¡ zbioru P , punktów na pªaszczy¹nie, nazywamy najmniejszy wielok¡t
wypukªy zawieraj¡cy (w swoim wn¦trzu lub na brzegu) wszystkie punkty z P . Naturalny, oparty
na zasadzie dziel i zwyci¦»aj, algorytm znajdowania otoczki wypukªej dla zbioru P , dzieli P na
dwa (prawie) równoliczne podzbiory (np. �pionow¡� prost¡), znajduje rekurencyjnie otoczki
wypukªe dla tych podzbiorów, a nast¦pnie scala te otoczki. Podaj algorytm wykonuj¡cy t¦
ostatni¡ faz¦ algorytmu, tj. algorytm scalania dwóch otoczek wypukªych.

4. Dane jest nieukorzenione drzewo z naturalnymi wagami na kraw¦dziach oraz liczba naturalna
C.

(a) (2pkt) Uªó» algorytm obliczaj¡cy, ile jest par wierzchoªków odlegªych od siebie o C.
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(b) (Z 2,5pkt) Jak w punkcie (a), ale algorytm ma dziaªa¢ w czasie O(n log n).

Uwaga: Mo»na zadeklarowa¢ tylko jeden z punktów (a), (b).

5. (Z 1,5pkt) Algorytm Euklidesa wyznacza gcd(x, y) w czasie O(logmin(x, y)). Skonstruuj algo-
rytm, który wyznacza gcd(x1, . . . , xn) w czasie O(n+ logmin(x1, . . . , xn)).

6. (Z 2pkt) Dekompozycj¡ centroidow¡ nazywamy nast¦puj¡cy proces: dla danego drzewa T na n
wierzchoªkach znajd¹ wierzchoªek u ∈ T taki, »e ka»da spójna skªadowa T \ {u} ma rozmiar
co najwy»ej n/2, a nast¦pnie powtórz rozumowanie w ka»dej z tych spójnych skªadowych (o ile
zawieraj¡ wi¦cej ni» jeden wierzchoªek). Taka dekompozycja mo»e by¢ w naturalny sposób repre-
zentowana jako drzewo T ′ na n wierzchoªkach, którego korzeniem jest u. Naiwna implementacja
powy»szej procedury dziaªa w czasie O(n log n). Skonstruuj algorytm, który konstruuje T ′ w
czasie O(n).

7. (2pkt) Macierz A rozmiaru n × n nazywamy macierz¡ Toeplitza, je±li jej elementy speªniaj¡
równanie A[i, j] = A[i− 1, j − 1] dla 2 ≤ i, j ≤ n.

(a) Podaj reprezentacj¦ macierzy Toeplitza, pozwalaj¡c¡ dodawa¢ dwie takie macierze w czasie
O(n).

(b) Podaj algorytm, oparty na metodzie �dziel i zwyci¦»aj�, mno»enia macierzy Toeplitza przez
wektor. Ile operacji arytmetycznych wymaga takie mno»enie?

8. Median¡ n elementowego wielozbioru A nazywamy warto±¢ tego elementu z A, który znalazªby
si¦ na pozycji dn/2e po uporz¡dkowaniu A wedªug porz¡dku ≤. Uªó» algorytm, który dla
danych uporz¡dkowanych niemalej¡co n-elementowych tablic T1, T2, . . . , Tk znajduje median¦
wielozbioru A utworzonego ze wszystkich elementów tych tablic.

(a) (1,8pkt) Rozwi¡» to zadanie dla k = 3.

(b) (Z)(2pkt) Rozwi¡» to zadanie dla dowolnej staªej k > 3.

9. (2pkt) Jakie jest prawdopodobie«stwo wygenerowania permutacji identyczno±ciowej przez sie¢
Bene²a-Waksmana, w której przeª¡czniki ustawiane s¡ losowo i niezale»nie od siebie w jeden z
dwóch stanów (ka»dy stan przeª¡cznika jest osi¡gany z prawdopodobie«stwem 1/2).
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