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1 Wstep

Funkecje trygonometrvezne maja szerokie zastosowania w matematyee, informatyee, ingynierii,
architekturze, produkeji mueyki | wieln innveh deiedeinach. Nietrudno zatem dojéd do woiosku,
w0 ich efektywne i dokladne obliczanie jest problemem bardzo wainvm w kontekscie tveh
eagadnict.

W onimdejszym sprawoedamin preyvjrevimy sie dwdm opracowanym przes nas metodom
obliczania wybranveh funkeji trygonometryeznyeh uiywajac jednie najprostsgveh operacji
arvimetyeznyveh {+, — &, l.n", ale tex praesuniecia. bitowe], 2o szezepdlnym naciskiem na dokladne
obliczanie funkcji #in oraz cos, rowniez w deiedzinie licab zespolonych.

Proponowane praes nas metody maja docelowo dawad popraswne obliczenia dla podwidjne)

precyeji oblicgen, jednakize testy numervezne preeprowadzamy wiywajac #miennych typn
| BigFloat w jgeyku Julia (w kidrym implementowalifmy nasee rozwiazania). Typ ten oferuje

dowaolng dokladnose obliczen. Wyniki masgveh funkeli pordwnnjemy = funkejami bibliotecenyvmi
| jeeyka i zakladamy, #e daja one doldadne wyniki.

| 2 Algorytm CORDIC
| 2.1 Opis algorytmu

Fierwazs, proponowans preez nas metods obliczania funkeji sin orag cos jest Algorytm COR-
DIC [COordinate Rotation DIgital Computer]. Algorvtm ten zostal stworzomy = myvéla o
komputerach o niskiej mocy obliczeniowe], ale rdwnies o mozlivedel "wlogenia” algorytmu w
hardware (tj. poswala tworevd malo skomplikowane uklady bramek logicenych, kidre obliceaja
funkeje trygonometryezne). Jak sie preekonaimy, proces iteracyiny algorytmu korzysta jedynie
2 dodawania, cdejmowania, praesunipé bitowyeh | wartcdel obliczonych podezas preprocessingn
oraz mie wykorgvstuje liczh zmiennoprzecinkowyeh,

Facznijmy od wprowadzenia zarysu deialania algorytimu, Zapomnijmy na razie o analizie
numeryezne] 1 preeniesmy sig do dwiata algebry liniowe), Wyohragzmy sobie, 2e mamy wydajny
system ktory oblicay wektor [x,, i} jako wynik obrotn danego wektora {ag, ) o dany kat @
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1. Wstep

Funkeje trygonometrycene maja sgerokie zastosowania w matematvoe, informatyee, ingynierii, archivek-
turze, produkeji mmzyki | wieln ionyeh dziedzinach. Nietrodnoe zatem dojsé do smicekn, e ich efektywne
i dokiadne obliczanie jest problemem bardzo waznym w kontekscie tyeh zagadnied.

W niniejsym sprawcedanin prayjrzymy sie dwim opracowanym prees nes metodom obliczania wybra-
nych funkeji trygonometryeenyeh uzywajac jednie najprostszych operacji arytmetycznych (4, —, =, /. ale
ted praesunigcia bitowe), z¢ szezegdlnym naciskiem na dokladne obliczanie funkeji sin oraz cos, rownies w
deiedzinie liczh sespolonyeh,

Proponowane praez nas metody majs docelows dawsé poprawne obliczenia dls podwéjnej precyzji
ohlicaen, jednakae besty numeryezne pr?x'rrrrmm’l:},mm‘ nEvwjae smicnnych typu BigFloat w jo vkn Julia
{w ktdrym implementosalismy nasze rozwinzania). Typ ten ofernje dowolny dekladoose oblie Wyniki
niszveh funkaji pordwnujemy = funkejomi bibliotecmemi eeyvka i zakladamy, e daja one dokbadoe wy

2, Algorytm CORDIC

2.1, Opis algorytmn

Plerwszsy proponowans preez nad metods oblicganta funkejl sin oraz ems jest Algorytm CORDIC
{COordinate Rotation DIgital Computer). Algoryim ten sostal stworsony 2 mydla o komputerach o niskie)
mocy ehliczeniowe], ale rdwniez o moiliwodel "wlodenia” algorytmn w hardware (1. pozwala tworeyd malo
skomplikowane ukiady bramek logicanyeh, ktdre obliczaja funkeje teygonometryezne). Jak sig prackonamy,
proces iteracyjny algoryvtmn koveysta jedynie z dodawania, odejmowania, przesunied bitowych | warvodel
ohliczonych podezas preprocessingu oraz nie wykorzvetuje liczb amiconoprzecinkowych,

Facenijmy od wprowadzenia zarveu dzialania algorytom. Zapomnijmy na razie o analizie numeryeznej
i preeniesmy sie do dwiata alzebry liniowe], Wyohradmy sobie, fe mamy wydajny system ktory oblicey
wektor {2, g} jako wynik obrotu danego wektora (2, o) o dany kat 8 wolkdd srodka nkdadu wapdlreednych:

Ty = Fyooad — jysind, {1)
¥ = FpEind + wyeoad. (2)

Jedli za (rg, o) wesdmicmy punkt (1,00, to po obrocie dostaniemy:
o, = oS,
¥ = sin#,

Zatem uiywajae obrotn umiemy policeyd wartoéel funkeji cos oraz =sin.
Zapiszmy rdwnania (1), (2] w formie macierzowej:

2p| _ feesf  —sin@| [2y| a 1 —tand| (24 i
e | |sind  cosf ba| 25 ltane 1 ma | *
Paweyisen vdwnodd pokaznje, de do obliceenia naszegoe wektors wynikowsgo (prey saloseni

f araw cos @) wystarces, jedynie 4 mnedenin | kilka doduwwan Il odejmowad. Che
poelyd sie tyeh mooked. Skoreystamy tuta) 2 dwdeh obaserwaci:

e EnAImyY
il

wartodel L

1
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wokdl drodka ukladu wspdlreednyeh:

&y
e

T eos B — gy sind (1)

Tosinf + yoosf (2)
Jedli za {xp, y) wedmiemy punkt (1.0), to po ohrocie dostaniemy:

T =coafl
1;,.=sir||9

Zatem uiywajac obrotu umiemy policayd wartosei funkeji cos oraz sin.
Zapiszmy réwnania (1), (2] w formie macierzowej;

2| [eesd [=sind] (2] 1 =tanfd] [z
[y,] = |sin# ms{i‘] [yu = [tanﬁ' 1 ][yq] (3)

Powyisza rdwnodd pokazuje, #e do obliczenia naszego wektora wynikowego (prey zalode-
niu, #e znamy wartodei tan f oraz cosd) wystarcza jedynie 4 mnozenia i kilka dodawani lub
odejmowan. Chelelibvémy pozbyé sig tveh mnozed. Skoraystamy tutaj z dwdeh obserwaci:

o Wazdy kat @ < [°. 907 mozemy zapisad jako sume wezedniej ustalonych, mniejsach
[eo do moduin) katéw 8, ¢ € {0,...,n}:

n
0= a6, o €{-11} i4)
i=0
Da praviladu, kat 57.3537 jest sumy katiiw 457, 26.565°, — 14.03° (dobdr tyeh kabtw jest
nieprypadkowy, o cevm sie zaraz prackonamy). Jesli @ nie naledy do zadanego praesz
nas preedzialu, to modemy ten kat zmienié koreystajae ze wzordw redukeyinych (o tvm
wiecej w §3).

Jedli nasze katv & beda dobrane tak, e tand; = 27°, to mnodenie preez tanth jest
niczym innym jak preesunieciem bitowym (w lezbach catkowitych). Dodatkowo okazuje
sig, #e dowolny kat nie wigkszy niz 90° da sig prayblizvé sumg tak dobranych katdw
B, wige da sie tymi katami osiggngd cel zadozony w plerwszym punkeie. Dodatkowo im
wiecej takich katdw wybierzemy, tvim dokladnicjsze bedzie to przyvblizenie.

Pozostaly nam jeszcze mnoZenia preez czynnik cos @ (ktdry nazwiemy prayrostem), Jeieli
to Zignorujemy, to otrzymana rotacjs bedzie faktyeznie obrdeeniem wektora o kat @, ale =
dodatkowym przeskalowaniem wektora,

Preyjreviy sig jak dokladnie bedzie wygladad nasz preyvrost, jesli zastosujemy sapropono-
wane preez nas punkty do obliczania obratu. Powledzmy, ge cheemy obrocid wejdciowy wektor
o kgt 57.353° = 457 + 26,5657 — 14.03°. Wartodel fankeji tan tych kafw sq odwrotnodeiami
poteg dwdiki, zatem te katy spelniaja nasze zalozenie. Pierwsza rotacja o 45° daje:

- 2112

[

— Kaidy kat # & |ﬂ‘. Elﬂ“| moemy zapiEad jako sume wezednbe] nstalonych, muiejszych (oo do modubn)
kaudw &,,i < {ib,...n}:

9=i:o,ﬂ,. g e {-1.1} 4

i=0

Dila preykiadn, kat 57453 jest suma kabdw 457, 265657, —14.03° {dobér tych katdw jest niepraypad-
kowy, o ceyim sig zaraz prackonamy . Jegli @ nie naledy do zadanegoe preez nas praedziahu, to mogemy
ten ket smienié korsystajac ze weordw redukeyingeh (o tyrm wipeej w 5],

— Jedli nasze knty & bedn dobrane tak, e tand; = 2°F, to mongenic prees tan @ jest niceym innvm jak
preesmmigeiem bitowym (w liczbach calkowityeh). Dodatkowe okazuje sig, e dowolny kst nic wicksy
mid 7 da sig prayblizyd suma tak dobranyeh katdw 8, wive da sic bymi katemi osingnac col sabogony
w pierwszym punkeie. Dodatkown im wiece] takich katdw wybierzemy, tym dokbadniejsze bedzie to
prvhlizenie.

Pamzostaly nam jeseese mookenia preee ceyvnnik oos @ [kidry naewiemy preyrostem]. Jedeli (o signormje
wmy, Lo odreyiana rotacia bedale Takiveanie obedeeniem wektora o kat 8, ale 2 dedatkowym praeskalowaniom
wektor.

Prayjravimy sle jak dokladnie bedzie wygladal nase prayeost, jedll sastosiujenty saproponowane prae:
nas punkty do obliczania obrotu, Powiedzmy, 2o cheeny obedeld wejdciowy wektor o kgt 57.353° =
45" + 26.565% — 14.03°. Wartodel funkeji tan tyceh katdw sa odwrotnedelami poteg dwdjki, zatem te katy
spedniajy nasze alogenic, Plerwsza motacja o 45% daje:

[;::] = roa d5" [i _l]] [::;] | {5)

Diruga rotacia daje:

Tz et | 0 TRy !
[yg] = qos 26,565 |:_2.| i :| |:m:|. {6}
Treecia rotaciu
Ta| . 3 1 -7 T
I PRy )
Laczac te rdwnania razem dostajemy:
3 K 1 =1 =2t 1 2
[;:] = cos 45” cos 265657 cosf — 14.03%) [1 1] [ - ] [_2_.1 I ] [;‘_‘] (8)

Faweadrny, de delekd parsystosel funkejl cos znak possesegdloyeh katdw nbe ma znaceenia dla wartodel
prayvrostn. £ tege snnjemy wolosek, fe prey wstalone] Heebie eracil preyeost nbe zaledy od wyborn kata 8.
Modemy go zatem policgyd | waiad go pod uwage doplero na kondee obliczen.

P = ¢os 45" - cos 36.565" - cos 14.087 - . = 0.G072, {3

W takim rezie, pomijajac preyrost P otrzymujemny nastepujacy proces iteracyjny algorytmn CORDIC:
T = — o2, {10y
Yer1 =t + o2 {11)
Prozostaje jedynie problem snajdowania snakow o pray katach &, Clagnje sig jednalk, s modemy to
robid w bardes prosty sposdh, Niech 25 = 6,0y = 1. W kazdym kroku iteracyjnym znak o dobiersmy

w nastepujaey sposib — niech z; bedeie rowne 8 — Zi;'" mlly (ceyhi = midwi jaki jessoee nam zostal ket
do obrdcenia, potencialnie obrdcilidmy jui sa doso, whedy = < 0). Weedy o = sgniz). Mamy tes

Zip1 = 5 — iy = z; — o arctan 2. Blad prevblidenia po n iteraciach mokemy wiedy latwo policeyd ze
WL
Birroe = 20 =& —Zmﬁ'.'. {12)
i=n

(=]



Druga rotacja daje:

[‘::] = cos 26.565° [21. _ﬁ_i] [zj (6)

Trzecia rotacja:

E i E=NHE
L:] = cos[—14.03") [_2_, . ] L:] (7
Laczac te rownania razem dostajemy;

I3 = Cl o o 1 =1 1 "2_I 1 2_2 F )
e [ PR
Zauwazmy, e dezigki parzystogel funkeji cos znak poszezegdlnveh katdw nie ma znacienia
dla wartogel prayrostu. Z tego snujemy wniosek, #e prey ustalonej licebie iteracji prevrost nie
galeiy od wyboru kata 8. Mozemy go zatem policgye i weziad go pod uwage dopiero na koniec
obliczen,
P = cos45° - cos 26.565° - cos 14.037 - ... = (L.GOT2 (9]
W takim razie, pomijajae preyvrost P olreymmjemy nastepujaey proces iteracyijny algoryimn
CORDIC:
B = =Ty {10)
i =0+ o2y {11)
Pozostaje jedynie problem znajdowania znakdw o; prayv katach 6, Okazuje si¢ jednak, ze
mogemy to rabié w bardzo prosty sposth. Niech = = #,0q = 1. W kaadym kroku iteracyjnym
znak a4, dobieramy w nastepujacy sposch - niech z; bedzie réwne # — ZL__J,J b (cavli %
mdwi jaki jeszeze nam zostal kat do obrdeenia, potencjalnie obrdcilifmy juz za dugo, whedy

2 < 0). Wiedy o4 = sgniz), Mamy tez 25, = 5 —o#; = z; —o; arctan 2, Blad przyblizenia
po n iteracjach moedemy wiedy latwo policeyé ze weorn

ﬂw = BV it (12)
Ehierajac wszystko razem, proces iteracyjoy algorytmu CORDIC wyglada nastepujaco:

—i
Tigy = oy — @2 i

Wil = i + 02y

ey = 5 — oy arctan 271

Katy #; = arctan2™" mozemy policeyé w preprocessingu i uzywad jako stalvch, Wiedy
rezultatem naszvel obliczen bedzie cos = - &, oraz sinf = P gy, Dodatkowo, gdybyémy
previeli mg = 1/ P, to pozbylibysmy sie nawet tego ostatniege mnogenia,
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Zbierajac wezystho ragem, proces iteracyjoy algorvimue CORDIC wyglada nastepujaco:

Fipr = Ti= 02
Wier = W+ 72 g,
B4 = 5 — opavctan 271

Eaty #; = arctan 2~ modeny policeyé w preprocessingu i wkywad jako stalych, Weedy rezultatem
naszych obliczen bedzie cos# = P x, oraz sind = P g, Dodatkowo, gdybyémy prayvieli = = 1/, to
poebylibyémy sie nawet tego cstatniego muodenia,

Warto jesacze sauwaiye, e

| 1
— 1 8
cos{aretan 2-1) 1I.'|l 20
Modemy ten fakt wykoreystad do dekladnicjssege obliczania wartosei P,
Musimy jeszeze zanwazye, 2o algorytm dziska jedynic dla katow 8 spetniajacyeh

LESIUET E

i=il

Zatem dla katdw wigkszyeh nid 007 musimy shorzvetad ze weordw redukeyvjnych, co doklads pewnego
bledn do naszego winiko oraz powoduje koniecenost wykonania kilka dodatkowych dzielen § mnoze.

2.2, Miespelnlona obletnlea

We wstepie powiedzielifmy, 2o algorvim bedzie korzystal z dodawan, odejmowan i przesunipt bitowych,
a do tege wiywal licsb calkowitveh. Dreicki naszemu ustaleniu, #e arctan#; = 27, wezystkie mnodenia
podezas iteracii neszego algorytinn to mnodenia preez potegi dwajki. Jak mozemy to wykorzystac?

Ustalmy M := 25 dia pewnego K (potem je wybierzemy), Teraz kaids, spreprocessowsig pracs nes
wartosé T {eayli T jest katem 0 lub przyroestem P) przyjmiemy T = round{M « T'). Cheae policzwd
wartasei funkeji trygonometrycznyeh dla kyta #, arechomimy nas proces iteracyjoy dla xg = round (M /P,
e = 0, z0 = round (M - #), Zanwsdmy, ze dzicki temu praeskalowalismy wseystkic obliczane prace nmss
wartosci o staly, M i zaokmglilismy je po to, by mde pracowsd na licsbach calkowitveh, To pozawals
nis wykorzystanie pracsunigt bitowyeh podezas mnedenia prees potegs dwdiki, deicki czermn snacanie
wwigkseyligmy wydajnodd nassego algorytmn, Wiedy, po o iteraciach naseego proceay many oosé@ = o, (0
oraz sind = g AW (us woarybimetyves smiennopreeeinkowe ).

Zostabo nam ustalit wartodd K. Na pewno cheielibvdmy, aby K bodo nbe wigksze nid dhagosé mantysy.
Ponadio algorytm ma by destosowany do mado wydajmych maszvn, dlatego w naseyeh analizach pracujemy
pray udyein Ine32, satern nie cheemy deby 25 T preckeoceybo zakres Tnt32. Jednakde katy 6, oraz wartod
P sy niewlelkle, gaterm K = 30 bedzie odpowiednis wartodels.

3. Wadr Taylora

3.1. Opis metody

Fanbr praejdeiemy do oplsn te] metody, preypomnijmy sobie pewna todsamodd Teygononset ry ez
sin z = sinfx + yi} = sinxeoshiy) 4+ i cos e sinh(y), {13}
Korzystajac = tef bodsamosel posbywamy sk boniecznodel pracowanis = liczbami zespolonymi i mogemy
aperowad jedynie w zhbioree lezb mecarwistyeh,
Wote metodzie wykorzystamy snany analityezny wede awany wzorem Taylora. Koreyvstajac = niego
maseny wyprowadeid roewinlecia kel tevgonometrveenych:

1
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Warto jeszeze zauwazyd, ze
1 / 1]
cosarctan 2-%) vl 2%

Mozemy ten fakt wykorzystad do dokladniejszego obliczania wartodel P.
Musimy jeszeze zauwazye, se algorytm dziala jedynie dla katow 6 spelniajacyeh

6]’ 6= 00.88°
feld
Zatem dla katdw wiekszveh niz 90° musimy skorzystad ze wrordw redukeyinyeh, co doklada
pewnegn bledu do naszeso wynikn oraz powoduje konieeznod® wykonania kilkn dodatkowyeh
dzielen i mnozer,

2.2 Niespeliona obietnica

We wstepie powiedzielismy, ze algorytm bedzie korzystal 2 dodawan, odejmowan i preesunied
bitowych, a do tego uaywal liczh catkowitych, Dzigki naszemu ustalenin, ze arctan fy = 27,
wagystkie mnozenia podezas iteracii naszego algorytmu to mnogenia preez potegi dwajki, Jak
mozemy to wykorzystad?

Ustalmy M := 2% dla pewnego K {potem je wybierzemy). Teraz kadda spreprocessowana

pracz nas wartodt T (ezyli 17 jest katem & lub preyrostem P) przyjmicmy T = round (M ).

Cheac policeyé wartodel funkeji trygonometryeznyeh dla kata &, urochomimy nas proces
iteracyiny dla rq = round{ M/ P), o = 0, 25 = round( M - 6}, Zanwazmy, ze dzicki temu prae-
skalowalismy wszystkie obliczane praes nas wartosct o staly M 1 zackraghlismy je po to, by moc
pracowaé na liczbach calkowityeh, To pozawala na wykorzystanie praesunied bitowych pod-
s munodenia przez potegh dwijki, deicki czemo anacenie swickszyifmy wydajnost nasego
alporytoiu. Wtedy, po n iteracjach naszego procesu mamy cosé = 2, /M oraz siné = g, /M
(juz w arytmetyce smiennopreecinkowe]).

Zostalo nam unstalié wartosé K. Na pewno cheielibvémy, aby K bylo nie wicksze nid
dbugoéé mantvsy, Ponadto algorytm ma byé dostosowany do malo wydajoveh masgyn, dlatego
w naszych analizach pracujemy przy uéyvein Int32, zatem nie cheemy #eby 25T przekroczylo
zakres Int32. Jednakie katy 6, oraz wartodé P ss niewielkie, zatem K = 30 bedzie odpowiednia
wartoscia.

3 Wazdr Taylora

3.1  Opis metody

Zanim przejdeiemy do opisu te] metody, praypomnijmy sobie pewna togsamose frygonomes
tryeang:

sinz = sinfx + i) = sinz coshiy) + § cos o sinh(y) {13)
Koreyvstajac 2 te] tofsamosel pozbywamy gig koniecznodel pracowania 2 licghami zespolonvimi

i mozemy operowad jedynie w zbiorze liceb reecaywistych.

4

" = &
———TaTae
" 21 5
™ o™ o paa
w2
mz“‘_ﬁ+ﬁ'ﬁ+“"
g o
:mhx=|+a+ﬁ+a+....

Obliczanie Tozwinieé posecaegiluyeh funkedi jest proste | wyabstrahowalismy je do jedne]. genervezne]
funkeji TalyorSeries:

Data: x. parity. changeSign, M

Result: Obliczenic szeregu Taylora odpowisdnie] funkeji trygonometryezne] w punkeie » dla jego

pierwezych M niezerowych wyraziw

result o= 0

alem =13

if parity = I then

| ‘elem = x:

end

i:= parity + 1;

while ¢ < 2M + parity do

| result ;= result + elem;

elem = elem * changeSign * x *x [0 * (i + 1)k
| A=A

end

Algorytm oblicza sume Ef:'lz..a'uﬁ. grzie o; € {=1,0,1}. Wartosé o, zalezy od wartodei parametoiw
podanyeh w funkeji: gdzy parity jest rdwne 0, wiedy mamy ey = 0, a gdy parity jest réwne 0
mamy map = (L Odpowinda to odpowiednio sseregom cosx, cosh ez oraz sin r, sinh oz, Od parametro chan-
geSign malezy czy choemy, aby kolejne nheserowe wyrazy obliczanego szeregn zmienialy snok (mmieniamy
enak, gdy dwemy obliced savkle funkeje trvgonometryesne oraz nie zmieniony gy obliceamy funkeje
hiperbrolicane).

T dlaje prosts modlivedd obliceania posplanyeh prees nas ke

sinz = TaylorSeries{z.1, ~1,1/),
sinhx = TaylerSeries{r. 1,1, Af],

cosx = TaylorSeries{r.0, =1, M),
cosh x = TaylerSeries{r. 0,1, Af).

Lanwazmy, #e weir Tayvlora nadaje sie do przyblizania funkeji trygonometryeznych jedynie dla argo-
mentdw bliskich . Na szezpécie modgemy sobie z tyin poradzié korzystajae ze snanyeh todsamedel trygo-
notmetryeanyeh oraz okresowodel funkefi sin i cos. Naszym celem preed obliczeniom funkeji TaylorSeriss
bedzie sprowadzeenie argumentu do preedzialn [0, 7,/4). w ktdrym wedr Taylors bardzo dobrze praybliza
wartosci funkeji trygonometryeznveh. Oto tabels ktdra preedstawia jak radzimy sobie z argumentami
spoga tego preedaiad

Waory redukeyjne
Warunek na x slnr o0
x= 0 e d] cos| =)
a2l sin(x mosd 23] coslr  mod 27)
T > —sinf{r —m) — el — 7}
r>wf2 coslxr — = 2] —sinfx — x/2]
& =/ cos(m 2 — ) sinfw 2 — 1)

Tabela 1, Waory mdukeyjoe
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W tej metodzie wykorzyatamy znany analitvezny wzdr gwany weorem Taylora. Korgyvstajac
= miego mogemy wyprowadzic rogwiniecia funkeli trygonometryeznych:

) 1.5- :5 _r'il'
BNTI == — & — = —

35 m
5]_“]1I=m+:z_5+.z_5+z_?
B E |
-:usx—1—x—2+x—4—x—ﬁ+
2 E M
.2 J'd
(‘Oﬁhr—1+2|+¥+ﬁr+

Obliczanie rozwinieé posgezesdlnych funkeji jest proste | wyabstrahowalismy je do jednej,
genervezne] funkeji TalyorSeries:
Data: x. parity, changeSign, M
Result: Obliczenie szeregm Taylora odpowiedniej funkeii trygonometrveznej w
punkeic x dla jego pierwszveh M niezerowveh wyrazdw

result ;= (;

elem = 1;

if parity = I then
| lelem=x;
enid

i == parity + 1

while ¢ < 20 + parity do
result ;= result + elem;
elem := elem * changeSign * = *x [ (1* {i + 1))
=04

end

Algorytm oblicza sume Yooy oot pedeie oy € {—1,0, 1}, Wartodt o, zaledy od wartodel
parametréw podanyeh w funkeji: gdzy parity jest rowne 0, wtedy mamy gz = 0, a gy
parity jest réwne ) mamy agy, = (. Odpowisda to edpowiednio sseregom cos . eosh @ orae
ginx, sinhx, Od parametru changeSign zaleky czy cheemy, aby kolejne niezerowe wyrazy
obliczanego szeregn zmienialy znak (zmieniamy znak, gdy cheemy obliczad zwykle funkeje
trygonometryezne oraz nie zmieniamy gdv obliczamy funkcie hiperboliczne),

To daje prosta mogliwodt obliczania pozadanyeh przez nas funkeji:

ginx = TaylorSeries(zr, 1, —1. M)
sinh ¢ = TaylorSeries(z 1. 1. M)

oos ¢ = TaylorSeries(z, 0, —1, M)
cosh r = TaylorSeries(z, 0.1, M)

i

Dila funkeji hiperbolicanych sposdb jest prostszy: korgystamy 2 dwioch siasnode:

sinh o = 2sinh(e/2) coshiz,/2).
cosh x = cosh?(2/2) + sinh®(x/2).

Maogna by preypusecead, e dla dugyeh o bligd oblicsania treh funkeji bedsie dogy. Jedoakae olaeuje g,
2 funkeje te bavdeo sevbke rosng 1 juz dls - = 1000 wartesel oba tyeh hankeji nie mieseeen sig w sakresie
Floatfd. satemn tak naprawde wykonamy maksymalode 15 takbch redukeli, co generuje dopuszezalode maly
Takal.

4. Analiza bledu

d.1. Wyniki testdw

Dokladnesd nasgych metod pordwmywalismy 2 funkejami bibliotecenymi w jezvkn Julia, ktdre do-
myzlnie ohsiuguja obliczanie wartodei funkeji trygonometryeznyeh dla lieegb zespolonyeh. Zakindmy o tych
funkejach biblioteeznyeh, #e dajs poprawny wynik.

Preeprowadzilismy testy dokladnoéel metody oparte] na weorzse Taylora dla liczb meceywistyeh oraz
dla liczb zespolonyeh oraz testy dla metody Taylora, w ktdre] nie wiywalidmy weordw redukeyjoveh, lecz
roewijalismy wedr dopiki wystarczajaco dobrze nie prayblizal wartodei funkeji dis danego argumentu,
Testy dla algorytmu CORDIC preeprowadzilismy wylgeznie dla liczb reeceywistych.

Din knidej metody preeprowsdzilismy trey rodzaje testdw, w knzdvm z nich losowslismy 108 liczb =
migmych praedzisldw, Ze wegledo na podobieistwo funkeji sin i cos oraz # falktu, Ze capsto weory redukeyjne
pownduja faktyeenie oblicennic innej funkei trvgonometryezne]. testy preeprowadzilismy wylaeznie dls
funkeji sin. Preedzialy i wyniki testaw przedstewione sy w poniisae) tabeli oraz na wykresach:

algarytin przedzlat argumentu | ook Wad we, | max blyd we. | rednd blad beawe. | max bad beawa,

5 {dowalny Floatd | 188710~ | 3,167 0% 1,17%- 10~ 8. 852 10-1%
Taylor dla B Jr gl 1. 47210 1154 - 10" L il R 0
gzl 86041077 | 6,661 1071% 4, 2931077 4,441 - 10718

—100 % |z| < 100 4.582.10°'% | 1.801-10-* 1, 658 - 10°0 5, 866 - 1P°
Taylor dla © —2r & |7 € 2 4,538 107 | 1,487 10-1 164 10~ 8.710-10-12
0z <1 1567 10-'% | 1,089 10— 1,124 10~ 1,101 - 10—

Tnylor dia £ —100 % |z < 100 4.77- 10%% 4,488 - 1PE 7. 758 100 2,208 - 1
bies. st —2x & |o] & 2 6,438 - 10! 1, 6 2 344 10 2677 WP
R e 0z 51 1,580 10~ | 1,081 00 1118 101 1106 - 10 1*
- dowolny FloatGd | (3, 100- 1077 4,575 - 0 204681070 5, 5201072

Cardic dla B —fr g rdn 2,770-10"° | 1j1ESm=! 2,532 100 6,042 10
Bgrgl 4.176- 10— 9,182 - W2 2,614 - 1077 5, 261 - 10—

Taheln 2. Bledy prey obliczanin funkeji sinfz).
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Fauwazmy, 2¢ wedr Tavlora nadaje sie do preyvblizania funkeji trygonometryezsnyeh jedynie Ponizsze wykresy obrazuja wielkoscl bbeddw wrglednych obu algorytmdw
dla argumentaw bliskich (. Na szczescie mozemy sobie z tym poradzic korzystajac e snanych pray liczenin sinusa w przedziale [0, 2r]:
todsamodei trygonometrveznyeh oraz okresowoded funkeji sin 1 cos. Naszym celem prazed oblicz-
niem funkeji TaylorSeries hedzie sprowadzenie argumentn do preedziatu [0, /4], w ktdrym
wzor Taylora bardzo dobrze praybliza wartosci funkeji trvgonometryeznych, Ote tabela ktdra
praedstawin jak radzimy sobie z argumentami sposa bego praedziab: @008
Weory redukevine
Warunek na x sinx 08 T _ wowef
=0 —sin{—xz) cos(—x) g
r >z sinfr mod 27) cos(r mod 27) 2
E = —sin{z — ) —coslz — ) E eomap
Fziwi2 cos(z — 7/2) —sinfr = 7/2) £
T >afd cos(mf2 — 1) sinf{w /2 — x)
[l
| Tahela 2: bledy prey obliczaniu funkeji sin(r). L L |
| Dla funkeji hiperbolicanych sposdb jest prostszy: koreystamy z dwoch wlasnodei: L] o e we— _"‘.i S— m "‘."l
] 1 2 s rl B [
| sinha = 2sinh(x/2) cosh(x/2) X

| coshx = CDShz{.E,lrQ} + Sll'lhz[r,l'ﬂ] Rysunck 1. Blad weglpdny algorytmy CORDIC dla wartcécd fankaji sin

Mozna by prayvpuszezad, 2e dla dugyeh @ blad obliczania tych funkei bedzie dugy. Jednakize
okazuje sig, ze funkeje te bardzo szybko rosna 1 jug dla & = 1000 wartosci ebu tych funkeji
nie micszeza sip w zakresic Float64, zatem tak naprawde wykonamy maksvmalnic 15 takich II_,l'
redukeji, oo generuje dopuszezalnie maly bigd.

| 4 Analiza bledu

| 4.1 Wyniki testéw 5
@ ~1d
Dokladnedd naszych metod pordwnywalidmy = funkejami bibliotecznymi w jezyvlkn Julia. ktdre @ Lt o
domydlnie obshuguja obliczanie wartosei funkeji trygonometrycznyeh dla liceb zespolonych, ::

Zaktadmy o tyeh funkejach bibliotecenych, 2e dajg poprawny wynik.

Przeprowadzilismy testy dokladncdci metody opartej na weorze Taylora dla licgh reeczy-
wistyeh oraz dla liczh zezpolonych oraz testy dla metody Taylora, w kidrej nie uzywaligimy
wzordw redukcyjoych, lecz rozwijalismy wedr dopoki wystarczajaco dobrze nie prayblizal
wartogcl funkeji dla danego arsumentu, Testy dla algorvimu CORDIC praeprowadziligmy
wylacenie dla liceb rzeczywistyeh, Y ST : B,

Dla kagdej metody preeprowadzilismy trey rodzaje testdw, w kazdym z nich losowalisimy
10° liczh 2 régnych przedzisliw. Ze wegledu na podobieistwo funkeji sin i cos oraz z faktu,
26 czesto wzory redulkevine powoduja faktyeznie obliczanie innej funkeji trvgonometrycznej,
testy preeprowadzilidmy wybgeznie dla funkeji sin. Praedeialy | wyniki testdw preedstawione
sa W ponizsze] tabeli:

]

| Rysunek 2. Blad wegledny metody Tavbora dla warteded funkeji sin

4.2. Wnioski

Jak widad w tnhr.']i dli wszystkich testdw zmproponowane prees nas metody sprawdeajo, sie bardzo

i dobrze dla malyeh argumentdw. Algorytm CORDIC wypnda i gorsej o metedy korzvstajoes) 2o
waorn Tavbora, lece nbe jest 1o dla nas nic saskakojacege — metoda ta tworgy kompramis migdsy wydaj-

nodchy, a dokbadnodels oldiceed. Dla ol metod widad, de problemem jest smiana angumentn s maly,

[



..-ers\franc\ Documentsanm)\ pracownial\doc\sprawozdanie.pdf « 7 # ...ers\franc\Documents\anm\ pracowniaPOP\doc\sprawozdanie.pdf « 7 — 2020-11-26 17:00:18 « DiffPDF 5.9.4

algoryim || preedsial angumentu | Sredni bigd wa | max blgd we, | Sredni blgd beaws, | max blgd besv, lidzn_'ijw BeneTILe DTl]?f_lumj Mafi]uf ohuqmjsmﬂ_ :&ch_ l;l:m:mx' hmwelilln% _gmylt;uwaly ]:;452::;61;?
- r - —— —— —— dude] argumenty zblidone do wielokrotnodel =, jak widaé na rysunkach [1]i Mymika to ® konbecenoded
BTy ARIGET | ENSRETSu] HRT AT - BSHI odlejmowania, 2 ktdrego korzysta whudowans w Julia funkeja med2pd orae weory redubcyjne. Prowadzl
| Taylor dla & =mcrsly L7210 1.184 - 10-° o, 766 - 10~ 5,561 10— do utraty cvfr znaceacych, tym samym obnizajac dokladnosé obliceed.
| [ | B G0 107" | 6,661 1 . 0 [ 4,441+ 10-8 i Dk:.i}.'m DI:'|?|J'I-I.’IOL1] \.:u::lilv.:'kln}ﬁu ;1»1th&:| ::u;{klzi‘etL'j-'gol.lmlu.'lryc-zl:lm:l;c\l.\-' :h.iﬁ[?jllii‘l Ii.ll:.ah m.ﬁpol.nn;'c]!
= —— —— " " jest koniecznodé vgywa funkeji hiperbolicanych, rosng w o tempie wykladnicevm, Jedli spojreymy na
| 100 < || = 100 it ) Ll 1,689 10 5. B8 1077 wadr {13) to zauwedmy, #e bardzo prawdopodobne jest. de bedziemy mnogyé zhlitong do 0 wartedé funkeii
| Taylor dla C —r<|r| < F 0 [ el I B 0 U 1, 36410 M 8710 10~ sin oraz cos @ potencialnie bardzo dugyvmi wartoéeiami funkeji cosh i sinh.
| n=je =1 1,567 107" |1 098 107" 1,124 107" 1,111 1= Mim[) to il.]ﬁtloﬁLn}' '.imin:wollmi. z ICZ!I.'.:-I-HH"W dla ]oeaow;'c‘l?ktﬁtw jak vi'itl.wi. sredni ihlﬁ.d w'.{[l;l"cl.ny
= o 1 T —] jest reedn dokladnedei licsh o precyzji podwdjne] w pravpadka metedy Taylora oraz reedu pojedynezaj
‘ ;T"-‘"I‘“' ‘"rd"‘c 100 < || = 100 4,77.10% 4,488 10 7,750 10 2, 208 10" | precyeji dla slgorytmn CORDIC (co wynika » uiyels Intd2 podezas procesu iteraeyjnego)
HE2. WO —ix < x| < 2n ., 395 - 107! L, [} 2,544 10 2677 - 1P
Tl iyl 0=l L5010 e | 1 ne-a0e® 1,116 10~ |
| 0 dowolsy Floatsd | (310010 | 4,575 10~ 2 450 10°* 5,520 107 Literatura
| Cordic dla & “Mr<r<dr A (I I - R 2,582 - 10 G, 042 - 10 [1] Stewve Arar. Aw introduction to the CORINE Algoritkm.
R BT . ] T : .10-4 im:l.'pn f/uww . allaboutcircuits. condtacknical-articlas//an- introduct lon- to-the- :-nrn:.-:-alg:aritlln}'l
| b=r=l HALTEE R BRI BRAFLSAN I {?] Andren Vitali. Coordinate rofation digitel somputer algorithm (CORDIC) fe compute drigonometric and
. hyperbolic functions,
| Tabela 2; bledy przy obliczanin funkeji sin(x). [httpa://bat. 1y/3LVGxb]|
| 42 Wnioski

Jak widaé dla wezystkich testdw, zaproponowane preez nas metody sprawdzaja sie bardzo
dobrze dla malych argumentdw, Algoryvtm CORDIC wypada duzo gorzej od metody korzy-
stajace] ze weorn Taylora, lecz nie jest to dla nas nic zaskakujacego - metoda ta tworsy
kompromis miedzy wydajnoseia, a dokladnedeis obliczer. Dla obn metod widagé, 2e proble-
mem jest zmiana argumentu na maty, gdvi to generuje najwiekszy biad. W obu preypadkach
najgorszy blad wzgledny generowaly arsumenty, ktdre sg duge i zblizone do wielokrotnodei
. co wynika ¢ koniecenodel odejmowania, z ktdrego korzysta deislanie  mod orae weory
redukeyijne, co prowadz do utraty cyfr znaczacych,

Dy problemem w obliczanin wartedel funkeji trygonometryeznyeh wdziedzinie liczh
espalonych jest koniecznose ngywa funkeji hiperbolicenyeh, kidre rosna w tempie wykladni-
czvm, Jesh spojrevmy na wedr (13) to zauwazmy, 2e bardzo prawdopodobne jest, #e bedziemy
mmaEye zhlizona do 0 wartosé funkeji sin oraz cos 2 potencijalmie bardzo dugymi wartosciami
funkeji cosh i sinh,

Mimo to jestedmy zadowoleni = rezultatdw dla losowych testdw - jak widad, dredni blad
wigledny jest rzedu doldadnosci liczh o precyzil podwdine] w praypadku metody Tavlora
oraz reedu pojedyneze] precyegi dla algorvimn CORDIC {c'u wynika @ wiveia Int32 podesas
procesu iteracyjnego),




