
ANALIZA III - LISTA 1

1. Poda¢ przybli»on¡ warto±¢ wykorystuj¡c pªaszczyzn¦ styczn¡:

(a) 2,01·1,03
2,012−1,032 (b) 1, 023,01 (c) log( 3

√
1, 03 + 0, 084)

2. Poka», »e zbiór {x ∈ Rn : xi > 0, i = 1, ..., n} jest otwarty, ale nie jest domkni¦ty.
Prosz¦ zrobi¢ to nie tylko rysunkowo, lecz spróbowa¢ zapisa¢.

3. Poka», »e zbiór {x ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, ..., n} jest domkni¦ty. Prosz¦ zrobi¢ to nie
tylko rysunkowo, lecz spróbowa¢ zapisa¢.

4. Niech U = {(x, y) ∈ R2 : x2− y2 > 1, x > 0}. Poka», »e U jest otwarty, ale nie jest
domkni¦ty. Prosz¦ spróbowa¢ zrobi¢ to nie tylko rysunkowo, lecz spróbowa¢ zapisa¢.

5. Niech D = {(x, y) ∈ R2 : x2 − y2 ≥ 1, x > 0}. Poka», »e D jest domkni¦ty. Prosz¦
spróbowa¢ zrobi¢ to nie tylko rysunkowo, lecz spróbowa¢ zapisa¢.

6. Niech g : Rn 7→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, a S = {x ∈ Rn : g(x) = 0}. Poka», »e S
jest domkni¦ty.

7. Niech g : Rn 7→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, a S = {x ∈ Rn : g(x) = 0}. Podaj
przykªad tak zde�nowanego S, który jest zwarty i takiego, który nie jest zwarty.

**8. Poka», »e je±li zbiór D ⊂ Rn jest domkni¦ty i ograniczony, to z ka»dego ci¡gu
xm ∈ D mo»na wybra¢ podci¡g zbie»ny do pewnego x ∈ D. Wsk. Zbie»no±¢ w Rn

to zbie»no±¢ po wspóªrz¦dnych.

**9. Korzystaj¡c z poprzedniego zadania, poka», »e je±li zbiór K ⊂ Rn jest zwarty,a
f : D 7→ R jest ci¡gªa, to jest ograniczona i przyjmuje kresy tzn. istniej¡ punkty
x1, x2 ∈ K takie, »e

f(x1) = min
y∈K

f(y), f(x2) = max
y∈K

f(y).

10. Znale¹¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanych ograniczeniach i okre±li¢ czy
jest to minimum lub maksimum.

(a) f(x, y, z) = x− y + z, przy warunku x2 + y2 + z2 = 2
(b) f(x, y) = x2 + y, przy warunku x2 + y2 = 1

11. Znale¹¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniu i okre±li¢ czy
jest to minimum lub maksimum.

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2, przy warunku x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1

12. Na elipsie x2

4
+ y2

9
= 1 znale¹¢ punkty najbli»szy i najdalszy od prostej 3x+y−9 =

0
1
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13*. Znale¹¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniach i okre±li¢ czy
jest to minimum lub maksimum, ewentualnie lokalne minimum, lokalne maksimum.
f(x, y) = x10 + y10, przy warunku x+ y = 2

14*. Znale¹¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniach i okresli¢
czy jest to minimum lub maksimum. f(x1, ..., xn) = xp1 + ... + xpn, przy warunku
x1 + ...+ xn = a > 0, xi ≥ 0

15*. Znale¹¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniach i okresli¢ czy
jest to minimum lub maksimum, ewentualnie lokalne minimum, lokalne maksimum.

f(x, y) = x+ y, przy warunku x2

a2
− y2

b2
= 1

16. Znale¹¢ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ podanych funkcji w kole jednostkowym,
tzn. w zbiorze {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}:
f(x, y) = x2 + y2 − x− y + 1,
f(x, y) = x2 + y2 + xy,
f(x, y) = xy − y2. (Dwa przykªady z trzech licz¡ si¦ jako caªe zadanie)

17*. Pudeªko w ksztaªcie prostopadªo±cianu otwarte od góry ma powierzchni¦ 16m2.
Znale¹¢ wymiary, przy których obj¦to±¢ jest najwi¦ksza. Uzasadni¢ dlaczego to, co
wyjdzie z rachunków daje najwi¦ksz¡ obj¦to±¢. W tym celu zastanowi¢ si¦ jaki jest
zakres parametrów i co si¦ dzieje, gdy jeden z wymiarów d¡»y do niesko«czono±ci.

18. Poczta w USA wymaga, aby wymiary paczki byªy takie, »e suma dªugo±ci,
podwojonej szeroko±ci i podwojonej wysoko±ci nie przekraczaªa 108 cali. Jaka jest
obj¦to±¢ najwi¦kszej obj¦to±ciowo paczki jak¡ poczta mo»e dostarczy¢? Uzasadni¢
dlaczego to, co wyjdzie z rachunków daje najwi¦ksz¡ obj¦to±¢. W tym celu zastanowi¢
si¦ jaki jest zakres parametrów.

19. Namiot bez podªogi, ma ksztaªt cylindra ze sto»kowym daszkiem. Jakie mu-
sz¡ by¢ wymiary namiotu o ustalonej obj¦to±ci V , aby uzy¢ jak najmniej materiaªu
na jego budow¦. Uzasadni¢ dlaczego to, co wyjdzie z rachunków daje najmniejsz¡
powierzchni¦. W tym celu zastanowi¢ si¦ jaki jest zakres parametrów.

20*. Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡ caªkowit¡. Znajd¹ n liczb, których suma wynosi
8n, a suma kwadratów jest tak maªa jak to mo»liwe. Uzasadni¢ dlaczego to, co wyjdzie
z rachunków daje najwi¦ksz¡ obj¦to±¢. W tym celu zastanowi¢ si¦ jaki jest zakres
parametrów i co si¦ dzieje, gdy suma moduªów tych liczb d¡»y do niesko«czono±ci.

21. Znale¹¢ trzy liczby dodatnie o sumie 48 i najwi¦kszym mo»liwym iloczynie.

22. Znale¹¢ trzy dodatnie liczby dodatnie o iloczynie 48 i najmniejszej mo»liwej
sumie. Dlaczego to, co nam wyjdzie z metody Lagrange'a daj najmniejsz¡, a nie
najwi¦ksz¡ mo»liw¡ sum¦? Trzeba uzasadni¢.

23. W trapezie równoramiennym suma mniejszej podstawy i dwóch ramion wynosi
3r. Poka», »e trapez o najwi¦kszym polu ma podstaw¦ równ¡ r raz k¡t pomiedzy
podstaw¡ i ramieniem wynosi 2π/3.
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24*. W koªo o promieniu r wpisa¢ prostok¡t o najwi¦kszej powierzchni. W kul¦ o
promieniu r wpisa¢ prostopadªo±cian o najwiekszej obj¦to±ci.

25. Znale¹¢ wymiary puszki o najwi¦kszej obj¦to±ci przy ustalonej powierzchni caª-
kowitej. To samo dla puszki bez wieczka.

26. Znale¹¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniu
f(x, y, z) = x+ y + z, przy warunkach x2 − y2 = 1, 2x+ z = 1

27. Znale¹¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanych ograniczeniach
(a) f(x, y, z, w) = xw + yz, przy warunkach x2 + y2 = 1, w2 + z2 = 1
(b) f(x, y, z, w) = y3 + xz2, przy warunkach x2 + y2 + z2 = 1, x− y = 0

28. Znale¹¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniu
f(x, y, z, w) = xyz, przy warunkach x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 0

29. Znale¹¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniu
f(x, y, z, w) = xyz, przy warunkach xy + yz + xz = 8, x+ y + z = 5

30. Znajd¹ minimum funkcji f(x, y, z) = xyz przy warunkach x2 + y2 + z2 = 4,
x− 2y = 0.

31. Niech P b¦dzie punktem powierzchni S w R3 okreslonej równaniem g(x, y, z) = 1,
gdzie g jest klasy C1 i∇g jest niezerowy na S. Zaªó»my, »e P jest punktem, w którym
odlegªo±¢ od pocz¡tku ukªadu jest najwi¦ksza. Pokaza¢, »e wektor ª¡cz¡cy pocz¡tek
ukªadu z punktem P jest prostopadªy do S czyli do TPS.

**32. Udowodnij nierówno±¢ Höldera

n∑
i=1

aixi ≤

(
n∑

i=1

api

)1/p( n∑
i=1

xqi

)1/q

,

gdzie p > 1, 1
p
+ 1

q
= 1, ai, xi ≥ 0. Wskazówka: Znajd¹ minimum prawej strony

nierówno±ci przy warunku
∑n

i=1 aixi = A. Mo»na zacz¡¢ od n = 2.

**33. Udowodnij nierówno±¢ mi¦dzy ±redni¡ geometryczn¡, a arytmetyczn¡:

(x1x2 . . . xn)
1/n ≤ x1 + x2 + · · ·+ xn

n
,

gdzie xi ≥ 0. Wskazówka: Znajd¹ maksimum funkcji f(x1, . . . , xn) = x1 · · · · · xn przy

warunku
∑n

i=1 xi = A. Mo»na zacz¡¢ od n = 2.

34. Znajd¹ warto±ci ekstremalne funkcji f(x) =
∑n

i,j=1 ai,jxixj, przy warunku x21 +

· · ·+ x2n = 1, gdzie macierz [ai,j] nie musi by¢ symetryczna.


