
ANALIZA III.2

1. Caªki krzywoliniowe i wzór Greena

1.1. Caªka krzywoliniowa niezorientowana. Rozwa»amy funkcj¦ f : R3 → R.
Chcemy obliczy¢ caªk¦ z ci¡gªej funkcji f(x, y, z) wzdªu» krzywej σ : [a, b]

1−1−→ R3,
σ(t) = (x(t), y(t), z(t)), σ klasy C1. Mo»na my±le¢, »e obraz krzywej opisuje przewód,
a wielko±¢ f(x, y, z) reprezentuje g¦sto±¢ masy przewodu w punkcie (x, y, z). Chcemy,
aby caªka daªa w wyniku caªkowit¡ mas¦ przewodu. Okre±lamy caªk¦ wzorem∫

σ

f ds =

∫
σ

f(x, y, z) ds :=

∫ b

a

f(σ(t))‖σ′(t)‖ dt

=

∫ b

a

f(x(t), y(t), z(t))
√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 dt.

Je±li σ(t) jest kawaªkami klasy C1 lub f(σ(t)) jest kawaªkami ci¡gªa, to rozbijamy
przedziaª czasu na sko«czon¡ liczb¦ przedziaªów, na których mo»na zastosowa¢ po-
wy»szy wzór. Przy zaªo»eniu, »e f ≡ 1 powinni±my otrzyma¢ dªugo±¢ krzywej:

(1.1) l(σ) =

∫
σ

ds :=

∫ b

a

‖σ′(t)‖ dt =

∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 dt.

Przykªad 1.2. Rozwa»my spiral¦ σ(t) = (cos t, sin t, t), 0 ≤ t ≤ 2π. Niech f(x, y, z) =
x2 + y2 + z2. Mamy σ′(t) = (− sin t, cos t, 1). Wtedy ‖σ′(t)‖ =

√
2. Zatem∫

σ

(x2 + y2 + z2) ds =

∫ 2π

0

(1 + t2)
√

2 dt =
√

2

(
2π +

8

3
π3

)
.

Zastanówmy si¦ teraz dlaczego (1.1) daje dªugo±¢ krzywej. Podzielimy przedziaª
czasu [a, b] punktami a = t0 < t1 < . . . < tn = b. W ten sposób krzywa zostanie
podzielona na n fragmentów. Zakªadamy, »e dªugo±¢ fragmentu wynosi ‖σ(ti) −
σ(ti−1)‖. Dªugo±¢ krzywej wynosi w przybli»eniu

l(σ) ≈
n∑
i=1

‖σ(ti)− σ(ti−1)‖.
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Dalej z twierdzenia Lagrange'a mamy

x(ti)− x(ti−1) = x′(αi)∆ti

y(ti)− y(ti−1) = y′(βi)∆ti,

z(ti)− z(ti−1) = x′(γi)∆ti,

gdzie ti−1 ≤ αi, βi, γi ≤ ti. Caªkowita dªugo±¢ krzywej wynosi w przybli»eniu
n∑
i=1

√
x′(αi)2 + y′(βi)2 + z′(γi)2 ∆ti −→

n→∞

∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 dt.

Sprawdzimy, »e ró»nica pomi¦dzy powy»sz¡ sum¡, a caªk¡ d¡»y do zera, gdy n→∞
i ±rednica podziaªu d¡»y do zera. Skorzystamy z nierówno±ci trójk¡ta

|‖v‖ − ‖u‖| ≤ ‖v − u‖

dla wektorów v = (x′(αi), y
′(βi), z

′(γi)) i v = (x′(t), y′(t), z′(t)), gdy ti−1 ≤ t ≤ ti.
Wtedy dla danego ε > 0 i dostatecznie drobnego podziaªu∣∣∣√x′(αi)2 + y′(βi)2 + z′(γi)2 −

√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2

∣∣∣∆ti
≤
√

[x′(αi)− x′(t)]2 + [y′(βi)− y′(t)]2 + [z′(γi)− z′(t)]2∆ti <
√

3ε∆ti.

Funkcje x′(t), y′(t) i z′(t) s¡ jednostajnie ci¡gªe. Mo»emy zaªo»y¢, »e przedziaª [a, b]
dzielimy na n równych cz¦±ci tak, aby oscylacja ka»dej z funkcji x′, y′ i z′ byªa mniejsza
ni» ε > 0 na ka»dym podprzedziale podziaªu.∣∣∣∣∣

n∑
i=1

√
x′(αi)2 + y′(βi)2 + z′(γi)2∆ti −

n∑
i=1

∫ ti

ti−1

√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 dt

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣∣√x′(αi)2 + y′(βi)2 + z′(γi)2∆ti −
∫ ti

ti−1

√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 dt

∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∫ ti

ti−1

∣∣∣√x′(αi)2 + y′(βi)2 + z′(γi)2 −
√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2

∣∣∣ dt
≤

n∑
i=1

∫ ti

ti−1

√
[x′(αi)− x′(t)]2 + [y′(βi)− y′(t)]2 + [z′(γi)− z′(t)]2 dt

≤
n∑
i=1

√
3ε∆ti =

√
3ε(b− a)

Dokªadamy g¦sto±¢. Przyjmujemy, »e g¦sto±¢ masy na danym fragmencie jest staªa
i wynosi f(σ(si)), gdzie ti−1 ≤ si ≤ ti. Masa fragmentu wynosi w przybli»eniu

mi ≈ f(σ(si)) ‖σ(ti)− σ(ti−1)‖.
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Dalej z twierdzenia Lagrange'a mamy

x(ti)− x(ti−1) = x′(αi)∆ti ≈ x′(si)∆ti,

y(ti)− y(ti−1) = y′(βi)∆ti ≈ y′(si)∆ti,

z(ti)− z(ti−1) = z′(γi)∆ti ≈ z′(si)∆ti,

gdzie ti−1 ≤ αi, βi, γi, si ≤ ti. Ponadto

|x′(αi)− x′(si)| < ε/3, |y′(αi)− y′(si)| < ε/3, |z′(αi)− z′(si)| < ε/3,

gdy podziaª jest dostatecznie drobny, co wynika z jednostajnej ci¡gªo±ci x′(t), y′(t), z′(t).
Caªkowita masa krzywej wynosi w przybli»eniu
n∑
i=1

f(σ(si))
√
x′(si)2 + y′(si)2 + z′(si)2 ∆ti −→

n→∞

∫ b

a

f(σ(t))
√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 dt.

Sprawdzimy jeszcze, »e ró»nica pomi¦dzy
n∑
i=1

f(σ(si)) ‖σ(ti)− σ(ti−1)‖ =
n∑
i=1

f(σ(si))
√
x′(αi)2 + y′(βi)2 + z′(γi)2 ∆ti

i sum¡ caªkow¡
n∑
i=1

f(σ(si))
√
x′(si)2 + y′(si)2 + z′(si)2 ∆ti

d¡»y do zera, gdy n → ∞. Ró»nica miedzy sumami co do warto±ci bezwgl¦dnej nie
przekracza

n∑
i=1

|f(σ(si))|
∣∣∣√x′(αi)2 + y′(βi)2 + z′(γi)2 −

√
x′(si)2 + y′(si)2 + z′(si)2

∣∣∣∆ti
≤

n∑
i=1

|f(σ(si))|
√

[x′(αi)− x′(si)]2 + [y′(βi)− y′(si)]2 + [z′(γi)− z′(si)]2∆ti.

Funkcja f jest ograniczona na krzywej, np. |f(σ(t))| ≤M. Funkcje x′(t), y′(t) i z′(t)
s¡ jednostajnie ci¡gªe. Jak poprzednio, przedziaª [a, b] dzielimy na n równych cz¦±ci
tak, aby oscylacja ka»dej z funkcji x′, y′ i z′ byªa mniejsza ni» ε > 0 na ka»dym
podprzedziale podziaªu. Wtedy ostatnie wyra»enie jest mniejsze ni»

n∑
i=1

M
√

3ε2 ∆ti = M(b− a)
√

3ε.

Je±li rozwa»amy funkcj¦ f(x, y) dwu zmiennych i krzyw¡ σ : [a, b]→ R2,
to σ(t) = (x(t), y(t)) oraz∫

σ

f(x, y) ds =

∫ b

a

f(σ(t))‖σ′(t)‖ dt =

∫ b

a

f(x(t), y(t))
√
x′(t)2 + y′(t)2 dt.
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Je±li f(x, y) ≥ 0, to caªk¦ mo»na interpretowa¢ np. jako pole powierzchni pªotu,
którego podstaw¡ jest krzywa σ a wysoko±¢ w punkcie (x, y) wynosi f(x, y).

Przykªad 1.3. Ciocia Tomka Sawyera kazaªa wybiaªkowa¢ pªot z obu stron. Za ka»dy
metr kwadratowy Tomek otrzymuje 2 $. Pªot opisany jest przez

σ(t) = (30 cos3 t, 30 sin3 t), 0 ≤ t ≤ π, f(x, y) = 1 +
y

3
.

Mamy

σ′(t) = 30(−3 cos2 t sin t, 3 sin2 t cos t), ‖σ′(t)‖ = 90 sin t| cos t|.
Powierzchnia pªotu wynosi

90

∫ π

0

(1 + 10 sin3 t) sin t| cos t| dt = 180

∫ π
2

0

(1 + 10 sin3 t) sin t cos t dt

180

[
1

2
sin2 t+ 2 sin5 t

] ∣∣∣π2
0

= 180 · 5

2
= 450.

Zarobek Tomka wyniesie zatem 450 · 2 · 2 = 1800 $.

1.2. Caªka krzywoliniowa zorientowana. Niech F (x, y, z) b¦dzie polem siª w R3

(np. siª grawitacyjnych lub elektrycznych). Tzn. F = (F1, F2, F3). Zaªó»my, »e obiekt
porusza si¦ pod dziaªaniem pola siª F wzdªu» krzywej σ : [a, b] → R3. Przyjmijmy,
»e σ jest lini¡ prost¡ i obiekt zostaª przesuni¦ty o wektor d. Zaªó»my te», »e pole
siª jest staªe, tzn. F (x, y, z) nie zale»y od (x, y, z). Wykonana praca wynosi wtedy
‖Fd‖‖d‖, gdzie Fd oznacza skªadow¡ siªy F równolegª¡ do przesuni¦cia d. Wtedy
Fd = (F ◦ d) d

‖d‖2 . Niech α oznacza k¡t pomi¦dzy F i d. Wtedy ‖Fd‖ = ‖F‖ cosα i
praca wynosi

‖Fd‖ ‖d‖ = ‖F‖ ‖d‖ cosα = F ◦ d.
Ogólnie, gdy σ nie jest lini¡ prost¡ oraz F (x, y, z) nie jest staªym polem siª, to
dzielimy przedziaª [a, b] na n równych cz¦±ci. Przyjmujemy, »e fragment od σ(ti−1)
do σ(ti) jest odcinkiem i, »e siªa F jest staªa na tym odcinku i wynosi F (σ(si)), gdzie
ti−1 ≤ si ≤ ti. Wykonana praca wynosi wtedy

W ≈
n∑
i=1

F (σ(si)) ◦ [σ(ti)− σ(ti−1)].

Dalej

σ(ti)− σ(ti−1) = (x(ti)− x(ti−1), y(ti)− y(ti−1), z(ti)− z(ti−1))

= (x′(αi), y
′(βi), z

′(γi)) ∆ti ≈ (x′(si), y
′(si), z

′(si)) ∆ti = σ′(si)∆ti,

gdzie ti−1 ≤ αi, βi, γi, si ≤ ti. Przybli»enie, jak poprzednio, wynika z tego, »e x′(t), y′(t), z′(t)
s¡ jednostajnie ci¡gªe. Mamy

‖σ(ti)− σ(ti−1)− σ′(si)∆ti‖ < ε∆ti.
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Zatem

W ≈
n∑
i=1

F (σ(si)) ◦ σ′(si)∆ti −→
n→∞

∫ b

a

F (σ(t)) ◦ σ′(t) dt.

Przyjmujemy wi¦c

W =

∫ b

a

F (σ(t)) ◦ σ′(t) dt.

T¦ wielko±¢ nazywamy caªk¡ krzywoliniow¡ zorientowan¡. Stosuje si¦ te» inne ozna-
czenie na t¦ caªk¦

W =

∫
σ

F ◦ ds.

Praca jest równa caªce z iloczynu skalarnego siªy i wektora stycznego do krzywej,
czyli wektora pr¦dko±ci. Zaªó»my, »e σ′(t) 6= 0 dla a ≤ t ≤ b. Wtedy

T (t) =
σ′(t)

‖σ′(t)‖
jest jednostkowym wektorem stycznym. Zatem

(1.4)
∫
σ

F ◦ ds =

∫ b

a

F (σ(t)) ◦ σ′(t) dt

=

∫ b

a

F (σ(t)) ◦ T (t) ‖σ′(t)‖ dt =

∫
σ

(F ◦ T ) ds.

Caªka zorientowana jest zatem równa caªce niezorientowanej z iloczynu skalarnego
siªy F z jednostkowym wektorem stycznym do σ.

Przykªad 1.5. σ(t) = (sin t, cos t, t) 0 ≤ t ≤ π, oraz F (x, y, z) = (x, y, z). Wtedy
σ′(t) = (cos t,− sin t, 1) oraz∫

σ

F ◦ ds =

∫ π

0

(sin t, cos t, t) ◦ (cos t,− sin t, 1) dt =

∫ π

0

t dt =
π2

2
.

U»ywamy te» innych oznacze« na caªk¦ zorientowan¡. Je±li F = (F1, F2, F3) oraz
σ(t) = (x(t), y(t), z(t)), to∫ b

a

F (σ(t)) ◦ σ′(t) dt

=

∫ b

a

[F1(x(t), y(t), z(t))x′(t) + F2(x(t), y(t), z(t)) y′(t) + F3(x(t), y(t), z(t)) z′(t)] dt

=

∫
σ

F1 dx+ F2 dy + F3 dz,
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gdzie
∫
σ
F1 dx =

∫ b
a
F1(x(t), y(t), z(t))x′(t) dt i analogicznie mamy równo±¢ pozosta-

ªych wyrazów. W niektórych przypadkach caªk¦ zorientowan¡ mo»na obliczy¢ bez
odwoªywania si¦ do de�nicji. Dotyczy to tzw. pól gradientowych.

Twierdzenie 1.6. Je±li F (x, y, z) = ∇f(x, y, z) dla funkcji f(x, y, z) klasy C1, to∫
σ

F ◦ ds = f(σ(b))− f(σ(a)),

gdzie σ : [a, b]→ R3.

Dowód.∫
σ

F ◦ ds =

∫ b

a

F (σ(t)) ◦ σ′(t) dt =

∫ b

a

∇f(σ(t)) ◦ σ′(t) dt

=

∫ b

a

d

dt
f(σ(t)) dt = f(σ(b))− f(σ(a)).

�

Przykªad 1.7. Chcemy policzy¢
∫
σ
y dx + x dy, gdzie σ(t) =

(
t4

4
, sin3 πt

2

)
, dla 0 ≤

t ≤ 1. Mamy F = (y, x). Wtedy ∇f = F dla f(x, y) = xy. Zatem∫
σ

y dx+ x dy = xy
∣∣∣( 1

4
,1)

(0,0)
=

1

4
.

Co by byªo gdyby±my próbowli liczy¢ z de�nicji?∫
σ

y dx+ x dy,=

∫ 1

0

(y(t), x(t)) ◦ σ′(t) dt∫ 1

0

(σ2(t)σ′1(t) + σ1(t)σ′2(t)) dt,

co robi si¦ do±¢ skomplikowane.

Uwaga 1.8. Nie ka»de pole wektorowe jest gradientem jakiej± funkcji. Zaªó»my, »e

F = (F1, F2, F3) = ∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
,

gdzie f jest klasy C2. Wtedy

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
,

∂2f

∂z∂x
=

∂2f

∂x∂z
,

∂2f

∂z∂y
=

∂2f

∂y∂z
.

Czyli
∂F1

∂y
=
∂F2

∂x
,

∂F1

∂z
=
∂F3

∂x
,

∂F2

∂z
=
∂F3

∂y
.

Jest to warunek konieczny na to by pole byªo gradientowe.
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Przykªady.

(a) F (x, y, z) = (x2 + yz, x+ y, z). Mamy ∂F1

∂y
= z, ∂F2

∂x
= 1.

(b) F (x, y, z) = (yz, zx, xy). Wtedy F = ∇(xyz).
(c) F = −GMm

r3 (x, y, z). Dla V (x, y, z) = GMm
r

mamy F = ∇V. Istotnie

∂

∂x
(x2 + y2 + z2)−1/2 = −(x2 + y2 + z2)−3/2x

∇V = −GMm(x, y, z)(x2 + y2 + z2)−3/2 = −GMm(x, y, z)r−3 = F.

(d) F = (0, 0,−mg). Dla V = −mgz mamy F = ∇V.

Zakªadali±my, »e σ : [a, b] 7→ R3 jest ró»nowarto±ciowe, ale w dotychczasowych roz-
wa»aniach nie miaªo to znaczenia - wszystkie wielko±ci mo»na byªo zde�niowa¢ tak
samo. Teraz zaczniemy identy�kowa¢ krzywe, które maj¡ ten sam obraz i ró»nowar-
to±ciowo±¢ σ zaczyna by¢ wa»na.

De�nicja 1.9. Krzywa σ : [a, b] 7→ R3 jest kawaªkami C1 je±li istniej¡ punkty
a = t0 < t1 < ... < tn = b takie, »e σ : (ti−1, ti) 7→ R3 jest klasy C1.

De�nicja 1.10. C nazywamy krzyw¡ Jordana (simple curve) je±li C jest obrazem
odwzorowania σ : [a, b] → R3 takiego, »e σ jest kawaªkami klasy C1 oraz σ jest
ró»nowarto±ciowe. Tzn. C nie ma samoprzeci¦¢. Punkty σ(a) i σ(b) nazywamy
ko«cami krzywej C. Ka»da krzywa Jordana ma dwie orientacje. Krzyw¡ Jordana z
wybran¡ orientacj¡ nazywamy zorientowan¡ krzyw¡ Jordana.

De�nicja 1.11. Zamkni¦t¡ krzyw¡ Jordana nazywamy obraz przez odwzorowanie
σ : [a, b] → R3, kawaªkami klasy C1, gdzie σ jest ró»nowarto±ciowe na [a, b) oraz
σ(a) = σ(b).

Zanim wyja±nimy starannie, co to jest orientacja rozwa»my przkªady.

Przykªad 1.12. C = {x2 + y2 = 1, z = 0} jest okr¦giem obieganym przeciwnie do
wskazówek zegara (analogowego). Chcemy obliczy¢

∫
C

(y, 0, 0) ◦ ds =
∫
C
y dx.

Parametryzujemy C (zgodnie z orientacj¡)

σ(t) = (cos t, sin t, 0), 0 ≤ t ≤ 2π.

Wtedy ∫
C

y dx =

∫ 2π

0

sin t(− sin t) dt = −π.

W tym momencie C jest obrazem krzywej, a σ jej parametryzacj¡. Trzeba uwa»a¢,
aby parametryzacja σ byªa ró»nowarto±ciowa i zgodna z orientacj¡ krzywej C. Np.
parametryzacja

η(t) = (cos 2t, sin 2t, 0) 0 ≤ t ≤ 2π,
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nie jest ró»nowarto±ciowa. Okr¡g C jest obiegany dwukrotnie. Wtedy∫
C

y dx =

∫ 2π

0

sin 2t(−2 sin 2t) dt

=− 2

∫ 2π

0

sin2 2t dt = −
∫ 4π

0

sin2 u du = −2π.

Nie bardzo jest wi¦c sens pisa¢
∫
C
y dx je±li nie ograniczymy klasy parametryzacji. Z

kolei
η(t) = (sin t, cos t, 0) 0 ≤ t ≤ 2π,

jest parametryzacj¡ niezgodn¡ z orientacj¡ okr¦gu C. Wtedy∫
C

y dx =

∫ 2π

0

cos t cos t dt = π.

Je±li wi¦c chcemy u»ywa¢ symbolu
∫
C
to musimy by¢ bardziej precyzyjni.

Przykªad 1.13. Zaªó»my, »e σ : [−a, a] 7→ R3. Niech γ(t) = σ(−t). Wtedy
γ(−a) = σ(a) i γ(a) = σ(−a), a obrazy obu odwzorowa« s¡ takie same. Krzywa
przebiegana jest w przeciwnym kierunku. Czyli γ i σ maj¡ przeciwne orientacje.

De�nicja 1.14. Niech σ : [a, b] 7→ R3 i γ : [c, d] 7→ R3 b¦d¡ krzywymi (ró»nowar-
to±ciowe, C1) takimi, »e σ([a, b]) = γ([c, d]) = C. Je±li σ(a) = γ(c) i σ(b) = γ(d)
to mówimy, »e σ i γ maj¡ t¦ sam¡ orientacj¦. Je±li σ(a) = γ(d) i σ(b) = γ(c) to
mówimy, »e σ i γ maj¡ przeciwn¡ orientacj¦.

Przykªad 1.15. Niech σ : [a, b] 7→ R3 b¦dzie krzyw¡, a γ : [a, b] 7→ R3 i γ(t) =
σ(a+ b− t). Wtedy σ i γ maj¡ przeciwne orientacje.

Okazuje si¦, ze de�nicja 1.14 nie jest jeszcze do±¢ precyzyjna. Naturalne jest py-
tanie czy je±li σ i γ maj¡ t¦ sam¡ orientacj¦ to caªki po nich s¡ te same. Prawdziwe
jest nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 1.16. Niech σ : [a, b] 7→ R3 i γ : [c, d] 7→ R3 b¦d¡ krzywymi klasy C1

takimi, »e σ(a, b) = γ(c, d) = C oraz σ na (a, b) i γ na (c, d) s¡ ró»nowarto±ciowe.
Niech σ′(t) 6= 0 dla ka»dego t ∈ (a, b). Wtedy

ρ = σ−1 ◦ γ : (c, d) 7→ (a, b)

jest klasy C1.

Uwaga 1.17. Twierdzenie nie jest trywialne, bo nie wiemy, co miaªoby znaczy¢, »e
σ−1 jest C1. Nie dowodzimy tego, lecz dowodzimy, »e caªe zªo»enie razem jest C1.
Do dowodu u»ywa si¦ twierdzenia o funkcji odwrotnej dla odpowiednio zde�niowanego
odwzorowania z R3 w R3. Prosz¦ zauwa»y¢, »e ograniczenie si¦ do odcinków otwartych
sprawia, »e Twierdzenie 1.16 ma sens te» dla krzywych zamkni¦tych. Nie rozró»niamy
czy krzywa jest zamkni¦ta czy nie.
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Dowód. Niech t0 ∈ (a, b), σ′(t0) 6= 0. Wtedy istnieje ε > 0 takie, »e σ′(t) 6= 0 dla
t ∈ (t0 − ε, t0 + ε). Rozwa»my odwzorowanie

h : (t0 − ε, t0 + ε)× R2 7→ R3

dane wzorem
h(t, x2, x3) = σ(t) + (0, x2, x3).

Wtedy

Dh(t, x2, x3) =

 σ′1(t) 0 0
σ′2(t) 1 0
σ′3(t) 0 1

 detDh(t0, 0, 0) 6= 0.

Skorzystamy teraz z twierdzenia o funkcji odwrotnej. Istniej¡ 0 < ε1 ≤ ε i zbiory
otwarte (0, 0) ∈ V ⊂ R2, h(t0, 0, 0) = σ(t0) ∈ U ⊂ R3 takie, »e

h : (t0 − ε1, t0 + ε1)× V 7→ U

jest wzajemnie jednoznaczne i odwrotne h−1 jest klasy C1 na U . Zauwa»my, »e dla
t ∈ (t0 − ε1, t0 + ε1)

h(t, 0, 0) =σ(t)

h−1(σ(t)) =h−1(h(t, 0, 0)) = (t, 0, 0)

Niech π1(x1, x2, x3) = x1 b¦dzie rzutem na pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡. Wtedy

π ◦ h−1(σ(t)) = t

czyli π ◦ h−1 ograniczone do σ(t0 − ε1, t0 + ε1) zadaje nam odwrotne do σ. Ponadto
π ◦ h−1 jest C1 na U , bo jest zªo»eniem dwóch funkcji klasy C1.
Niech s0 ∈ (c, d) b¦dzie takie, »e γ(s0) = σ(t0). Wtedy je±li s ∈ (s0 − ε2, s0 + ε2)

(dla dostatecznie maªego ε2), to γ(s) ∈ σ((t0 − ε1, t0 + ε1)) czyli z jednej strony

σ−1(γ(s)) = π ◦ h−1(γ(s)),

a z drugiej π ◦ h−1 ◦ γ jest C1. St¡d σ−1 ◦ γ jest C1 na (s0 − ε2, s0 + ε2). Ale σ−1 ◦ γ
jest dobrze okre±lone na (c, d) i C1 na otoczeniu ka»dego punktu s0 ∈ (c, d) wi¦c jest
klasy C1.
Zwró¢my uwag¦, »e konstrukcja h sªu»y nam tylko do pokazania klasy C1,

σ−1 ◦ γ jest okre±lone niezale»nie od tego. h−1 jakby �wyprostowuje� nam krzyw¡
σ(t) w otoczeniu punktu σ(t0). Zadaje nam nowe wspóªrz¦dne, w których fragment
krzywej jest zbiorem (t, 0, 0), t ∈ (t0 − ε1, t0 + ε1). �eby pokaza¢, »e odwzorowanie
okre±lone na krzywej jest regularne, musimy zbudowa¢ takowe na otoczeniu krzywej.

�

Wniosek 1.18. Przy zaªo»eniach jak w Twierdzeniu 1.16

γ = σ ◦ ρ,
gdzie ρ jest C1 ±ci±le monotoniczne i ρ′(s) ≥ 0 dla ka»dego s lub ρ′(s) ≤ 0 dla ka»dego
s.



10 ANALIZA III.2

Dowód. Istotnie skoro ρ jest ró»nowarto±ciowe, to nie mo»e zaj±¢ jednocze±nie ρ′(s1) >
0 i ρ′(s2) < 0 w pewnych punktach s1 6= s2. �

De�nicja 1.19. Przy zaªo»eniach Twierdzenia 1.16 je±li ρ′(s) ≥ 0 to mówimy, »e σ
i γ maj¡ t¦ sam¡ orientacj¦. Je±li ρ′(s) ≤ 0 to mówimy, »e σ i γ maj¡ przeciwn¡
orientacj¦.

Uwaga 1.20. Rola σ i γ w Twierdzeniu 1.16, Wniosku 1.18 i De�nicji 1.19 jest
symetryczna. Dotycz¡ wi¦c one sytuacji, gdy cho¢ jedna z parametryzacji ma wektor
styczny nie znikaj¡cy w »adnym punkcie lub, ogólniej, znikaj¡cy czy niezde�niowany
w sko«czonej ilo±ci punktów. Wtedy mo»emy krzyw¡ rozbi¢ na kawaªki.

Twierdzenie 1.21. Niech σ : [a, b] 7→ R3 i γ : [c, d] 7→ R3 b¦d¡ krzywymi takimi jak
w Twierdzeniu 1.16. Je±li σ(a) = γ(c) i σ(b) = γ(d) to∫

σ

f ds =

∫
γ

f ds,

∫
σ

F ◦ ds =

∫
γ

F ◦ ds.

Je±li σ(a) = γ(d) i σ(b) = γ(c) to∫
σ

f ds =

∫
γ

f ds,

∫
σ

F ◦ ds = −
∫
γ

F ◦ ds.

Dla zorientowanej krzywej Jordana C symbolem C− oznaczymy t¦ sam¡ krzyw¡,
ale z przeciwn¡ orientacj¡. Wtedy∫

C−
F ◦ ds = −

∫
C

F ◦ ds,

o ile mamy odpowiednie zaªo»enie o nieznikaniu wektorów stycznych cho¢ dla jednej
parametryzacji.
Je±li C jest zªo»ona z fragmentów C1, C2, . . . , Cn, to parametryzujemy ka»dy frag-

ment osobno. Obliczamy∫
C

F ◦ ds =

∫
C1

F ◦ ds+ . . .+

∫
Cn

F ◦ ds.

Tak mo»emy zrobi¢ np. gdy C nie jest C1, a C1, ..., Cn takie s¡.

Przykªad 1.22. C jest brzegiem kwadratu jednostkowego w pierwszej ¢wiartce ukªadu
wspóªrz¦dnych zorientowanego przeciwnie do wskazówek zegara (dodatnio). Tzn. na-
le»y my±le¢, »e ka»dy jego bok jest zorientowany przeciwnie do wskazówek zegara.
Kolejne boki kwadratu parametryzujemy przedziaªem [0, 1] nast¦puj¡co

t 7→ (t, 0), t 7→ (1, t), t 7→ (1− t, 1), t 7→ (0, 1− t).
Wtedy ∫

C

x2 dx+ xy dy =

∫ 1

0

t2 dt+

∫ 1

0

t dt+

∫ 1

0

(1− t)2(−1) dt =
1

2
.
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Zauwa»my, »e przy tej parametryzacji
∫
dx po pionowych odcinkach jest zero czyli∫

C

x2 dx =

∫ 1

0

t2 dt+

∫ 1

0

(1− t)2(−1) dt.

Natomiast
∫
dy jest zero po poziomych odcinkach czyli∫

C

xy dy =

∫ 1

0

t dt+

∫ 1

0

0 · (1− t)(−1) dt.

1.3. Wzór Greena. Twierdzenie podaje zwi¡zek pomi¦dzy caªk¡ krzywoliniow¡ zo-
rientowan¡, wzdªu» krzywej zamkni¦tej C w R2 a caªk¡ podwójn¡ po obszarze D
ograniczonym przez t¦ krzyw¡.

De�nicja 1.23. Obszar D nazywamy elementarnym typu I je±li

D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, ϕ1(x) ≤ y ≤ ϕ2(x)},

gdzie ϕ1 i ϕ2 s¡ funkcjami ci¡gªymi. D nazywamy elementarnym typu II je±li

D = {(x, y) : c ≤ y ≤ d, ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y)}.

D nazywamy obszarem elementarnym, je±li jest jednocze±nie elementarny typu I i
typu II.

Brzeg ka»dego obszaru orientujemy przeciwnie do wskazówek zegara (analogowego).
Dla obszaru I rodzaju przy dodatkowym zaªo»eniu, »e ϕ1, ϕ2 s¡ klasy C1, znaczy to,
»e skªada si¦ on z krzywych C1, C2, C3, C4 o parametryzacji:

• C1 σ1(t) = (t, ϕ1(t)), t ∈ [a, b],
• C2 σ2(t) = (b, t), t ∈ [ϕ1(b), ϕ2(b)]
• C3 σ3(t) = (a+ b− t, ϕ2(a+ b− t)), t ∈ [a, b]
• C4 σ4(t) = (a, ϕ1(a) + ϕ2(a)− t), t ∈ [ϕ1(a), ϕ2(a)]

Dla obszaru II rodzaju przy dodatkowym zaªo»eniu, »e ψ1, ψ2 s¡ klasy C1, znaczy to,
»e skªada si¦ on z krzywych C1, C2, C3, C4 o parametryzacji:

• C1 σ1(t) = (ψ2(t), t), t ∈ [c, d],
• C2 σ2(t) = (ψ1(d) + ψ2(d)− t, d), t ∈ [ψ1(d), ψ2(d)]
• C3 σ3(t) = (ψ1(c+ d− t), c+ d− t), t ∈ [c, d]
• C4 σ4(t) = (t, c), t ∈ [ψ1(c), ψ2(c)]

Lemat 1.24. Niech P (x, y) b¦dzie funkcj¡ klasy C1 na obszarze D typu I. Zaªó»my,
»e ϕ1, ϕ2 sa klasy C1. Wtedy∫

C

P dx = −
∫∫

D

∂P

∂y
dx dy,

gdzie C jest brzegiem obszaru D.
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Uwaga 1.25.
∫
C
P dx nale»y rozumie¢ jako∫

C

F ◦ ds =

∫
C

P dx,

gdzie pole wektorowe F w R3 ma posta¢ F = (P, 0, 0).

Dowód. Brzeg obszaruD skªada si¦ dwu odcinków pionowych odpowiadaj¡cych x = a
i x = b oraz z dwu fragmentów wykresu C1 i C3 dla funkcji ϕ1 i ϕ2. Na odcinkach
pionowych mamy dx = 0. Zatem∫

C

P dx =

∫
C1

P dx+

∫
C3

P dx.

Ponadto ∫
C1

P dx =

∫ b

a

P (t, ϕ1(t))σ′1,1(t) dt =

∫ b

a

P (t, ϕ1(t)) dt

gdzie σ1(t) = (σ1,1(t), σ1,2(t)) oraz∫
C3

P dx =

∫ b

a

P (a+ b− t, ϕ2(a+ b− t))σ′3,1(t) dt = −
∫ b

a

P (a+ b− t, ϕ2(a+ b− t)) dt

=

∫ a

b

P (u, ϕ2(u)) du = −
∫ b

a

P (u, ϕ2(u)) du.

gdzie σ1(t) = (σ3,1(t), σ3,2(t)) i u = a+ b− t. Wi¦c∫∫
D

∂P

∂y
dx dy =

∫ b

a

∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

∂P

∂y
dy dx =

∫ b

a

P (x, y)
∣∣∣y=ϕ2(x)

y=ϕ1(x)
dx

=

∫ b

a

P (x, ϕ2(x)) dx−
∫ b

a

P (x, ϕ1(x)) dx caªki Riemanna

= −
∫
C3

P (x, y) dx−
∫
C1

P (x, y) dx = −
∫
C

P dx. caªki zorientowane

�

Zamieniaj¡c rolami P i Q oraz x i y otrzymamy

Lemat 1.26. Niech Q(x, y) b¦dzie funkcj¡ klasy C1 na obszarze D typu II. Zaªó»my,
»e ψ1, ψ2 s¡ klasy C1. Wtedy ∫

C

Qdy =

∫∫
D

∂Q

∂x
dx dy,

gdzie C jest brzegiem obszaru D.
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Dowód. Brzeg obszaru D skªada si¦ dwu odcinków poziomych odpowiadaj¡cych y = c
i y = d oraz z dwu fragmentów wykresu C1 i C3 dla funkcji ψ1 i ψ2. Na odcinkach
poziomych mamy dy = 0. Zatem∫∫

D

∂Q

∂x
dx dy =

∫ d

c

∫ ψ2(y)

ψ1(y)

∂Q

∂x
dx dy =

∫ d

c

Q(x, y)
∣∣∣x=ψ2(y)

x=ψ1(y)
dy

=

∫ d

c

Q(ψ2(y), y) dy −
∫ d

c

Q(ψ1(y), y) dy caªki Riemanna

=

∫
C1

Q(x, y) dy +

∫
C3

Q(x, y) dy =

∫
C

Qdy. caªki zorientowane

bo, jak poprzednio,∫
C1

Qdy =

∫ d

c

Q(ψ2(t), t)σ′1,2(t) dt =

∫ d

c

Q(ψ2(t), t) dt

oraz∫
C3

Qdy =

∫ d

c

Q(ψ1(c+ d− t), c+ d− t)σ′3,2(t) dt = −
∫ d

c

Q(ψ1(c+ d− t), c+ d− t) dt

=

∫ c

d

Q(ψ1(u), u) du = −
∫ d

c

Q(ψ1(u), u) du,

gdzie u = c+ d− t. �

De�nicja 1.27. Jesli D jest obszarem elementarnym, a C jego brzegiem, to parame-
tryzacja C nazywa si¦ dodatni¡ jesli ma t¦ sam¡ orientacj¦, co obie parametryzacje
z lematów 1.24 i 1.26.

Lematy daj¡ w wyniku

Twierdzenie 1.28 (wzór Greena). Niech D b¦dzie obszarem elementarnym z brze-
giem C zorientowanym dodatnio. Niech P (x, y) i Q(x, y) b¦d¡ funkcjami klasy C1

okre±lonymi na D. Wtedy∫
C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy.

Uwaga 1.29. Parametryzacja krzywej C musi mie¢ t¦ sam¡ orientacj¦, co obie pa-
rametryzacje z poprzednich lematów. To rozumiemy przez "brzeg zorientowany do-
datnio". Zwró¢my uwag¦, »e ka»da z tych parametryzacji ma wªasno±¢ σ′(t) 6= 0 poza
czterema punktami, w których σ′ nie jest okre±lona. W ±wietle naszych poprzednich
rowa�»a«, orientacja brzegu jest dobrze okre±lona.

Niech σ(t) b¦dzie parametryzacj¡ brzegu obszaru, σ′(t) = (σ′1(t), σ′2(t)). Wektor
nσ(t) = (σ′2(t),−σ′1(t)) jest prostopadªy do σ′(t). Nazywamy go wektorem normal-
nym. nσ(t) powstaª z obrotu σ′(t) o −π/2 czyli przemno»enia σ′(t) traktowanego jako
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liczba zepolona przez −i. Celowo wybieram (σ′2(t),−σ′1(t)), a nie wektor do niego
przeciwny. W przypadku lematów 1.24 i 1.26 jest on skierowany na zewn¡trz tzn.
σ(t) + nσ(t) 6= D. Parametryzacja σ brzegu obszaru elementarnego jest dodatnia
wtedy i tylko wtedy, gdy σ(t)+εnσ(t) /∈ D dla 0 < ε ≤ ε0 i pewnego ε0 co rysunkowo
oznacza, »e obiegamy brzeg przeciwnie do wskazówek zegara lub inaczej obszar jest
z lewej strony. Je±li D = {x : F (x) < 0}, ∂D = {x : F (x) = 0}, Dc = {x : F (x) > 0}
to parametryzacja brzegu jest dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy F (σ(t)+εnσ(t)) > 0
dla 0 < ε ≤ ε0.

Uwaga 1.30. Wzór Greena jest prawdziwy dla obszarów, które mo»na podzieli¢ na
kilka obszarów elementarnych. Przypu±¢my, »e D = D1 ∪D2 oraz wn¦trza obszarów
D1 i D2 s¡ rozª¡czne. Niech C0 oznacza cz¦±¢ wspóln¡ brzegów obszarów ∂D1 i ∂D2.
Wtedy∫∫

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy =

∫∫
D1

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy +

∫∫
D2

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy

=

∫
∂D1

P dx+Qdy +

∫
∂D2

P dx+Qdy =

∫
∂D

P dx+Qdy,

bo caªki wzdªu» C0 znios¡ si¦.

Uwaga 1.31. Przypu±¢my, »e funkcja P zeruje si¦ na brzegu obszaru D, ale ∂P
∂y

nie
jest zerowa w D. Otrzymamy∫∫

D

∂P

∂y
dx dy = −

∫
∂D

P (x, y) dx = 0.

Np. niech D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} i P (x, y) = 1− x2 − y2.

Twierdzenie 1.32. Niech D b¦dzie obszarem, dla którego mo»na zastosowa¢ wzór
Greena. Wtedy

A(D) =
1

2

∫
∂D

(x dy − y dx) =

∫
∂D

x dy = −
∫
∂D

y dx.

Dowód. Przyjmijmy P (x, y) = −y oraz Q(x, y) = x. Mamy

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 2.

Zatem ∫
∂D

(x dy − y dx) =

∫∫
D

2 dx dy = 2A(D).

�

Przykªad 1.33. Hipocykloida jest okre±lona równaniem

x2/3 + y2/3 = a2/3, a > 0.
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Chcemy obliczy¢ pole obszaru ograniczonego przez t¦ krzyw¡. Zastosujemy parame-
tryzacj¦

x1/3 = a1/3 cos θ, y1/3 = a1/3 sin θ, 0 ≤ θ ≤ 2π.

Wtedy
x = a cos3 θ, y = a sin3 θ.

Dalej

A(D) =
1

2

∫
∂D

(x dy − y dx) =
a2

2

∫ 2π

0

[3 cos3 θ sin2 θ cos θ + 3 sin3 θ cos2 θ sin θ] dθ

=
3a2

2

∫ 2π

0

sin2 θ cos2 θ dθ =
3a2

8

∫ 2π

0

sin2 2θ dθ =
3a2

16

∫ 2π

0

[sin2 2θ+cos2 2θ] dθ =
3π

8
a2.

�atwiej tu zastosowa¢ A(D) = 1
2

∫
∂D

(x dy − y dx) ni»
∫
∂D
x dy.

2. Tensory i formy

Je±li V jest przestrzeni¡ wektorow¡ nad R (my±limy, »e V = Rd), to k- krotny
iloczyn kartezja«ski V × V × ...× V oznaczamy V k. Funkcja T : V k 7→ R nazywa si¦
k-liniowa (inaczej jest k-tensorem) je±li dla ka»dego 1 ≤ i ≤ k mamy

T (v1, ..., vi + v′i, ...vk) =T (v1, ..., vi, ...vk) + T (v1, ..., v
′
i, ...vk)

T (v1, ..., avi, ...vk) =aT (v1, ..., vi, ...vk), a ∈ R.

Zbiór wszystkich k -tensorów oznaczamy T k(V ). T k(V ) staje si¦ przestrzeni¡ liniow¡,
je±li dla S, T ∈ T k(V ), a ∈ R okre±limy

(S + T )(v1, ..., vk) :=S(v1, ..., vk) + T (v1, ..., vk)

(aS)(v1, ..., vk) :=a · S(v1, ..., vk).

Okazuje si¦, »e tensory mo»na mno»y¢ tylko, »e wtedy zmieniamy przestrzenie. Do-
kªadniej, niech S ∈ T k(V ), T ∈ T j(V ). Wtedy iloczyn tensorowy S ⊗ T ∈ T j+k(V )
de�niujmy wzorem

(S ⊗ T )(v1, ..., vk, vk+1, ..., vk+j) := S(v1, ..., vk) · T (vk+1, ..., vk+j).

Zwró¢my uwag¦ na to, »e mno»enie tensorów jest nieprzemienne. Zachodz¡ nast¦pu-
j¡ce wªasno±ci:

(S1 + S2)⊗ T = S1 ⊗ T + S2 ⊗ T
S ⊗ (T1 + T2) = S ⊗ T1 + S ⊗ T2

(aS)⊗ T = S ⊗ (aT ) = a(S ⊗ T )

(S ⊗ T )⊗ U = S ⊗ (T ⊗ U)

Mo»emy wi¦c pisa¢ S ⊗ T ⊗ U .
Zauwa»my te», »e nie ka»dy tensor z T m(V ) jest postaci S ⊗ T dla pewnych j, k

takich, »e j + k = m.
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Niech V ∗ b¦dzie przestrzeni¡ dualn¡ do V tzn. V ∗ = {ϕ : V 7→ R : ϕ jest liniowe nad R}.
Czasem mówi si¦, »e V ∗ jest przestrzeni¡ funkcjonaªów na przestrzeni V . Je±li e1, ..., ed
jest baz¡ V , to ϕ1, ..., ϕd jest baz¡ dualn¡ je±li

ϕi(ej) = δij,

gdzie, jak zwykle, δii = 1, δij = 0 dla i 6= j. Baza dualna jest oczywi±cie jednoznacznie
okre±lona, gdy dana jest baza e1, ..., ed. Zauwa»my, »e T 1(V ) = V ∗ oraz dla ci¡gów
i1, i2, ..., ik, j1, j2, ..., jk

ϕi1 ⊗ ...⊗ ϕik(ej1 , ..., ejk) = δi1j1 · ... · δikjk .

Twierdzenie 2.1. Niech e1, ..., ed b¦dzie baz¡ V , a ϕ1, ..., ϕd jej baz¡ dualn¡. Wtedy
zbiór wszystkich k krotnych iloczynów tensorowych

ϕi1 ⊗ ...⊗ ϕik , 1 ≤ i1, ..., ik ≤ d,

jest baz¡ T k(V ).

Uwaga 2.2. Jest to Twierdzenie 4.1 w Spivak �Analiza na rozmaito±ciach� i tam te»
jest dowód.

Potrzebna b¦dzie nam tak»e nast¦puj¡ca konstrukcja. Je±li f : V 7→ W jest
odwzorowaniem liniowym, to odwzorowanie liniowe f ∗ : T k(W ) 7→ T k(V ) de�niuje
si¦ jako

(f ∗T )(v1, ..., vk) = T (f(v1), ..., (vk)).

Sprawdzamy, »e (f ∗T ) jest k-tensorem, f ∗ jest liniowe na T k(V ) i

f ∗(S ⊗ T ) = f ∗S ⊗ f ∗T.

Tensor ω nazywamy alternuj¡cym je±li dla ka»dych i, j

ω(v1, ..., vi, ..., vj, ..., vk) = −ω(v1, ..., vj, ..., vi, ..., vk).

Wtedy dla ka»dej permutacji σ

ω(vσ(1), ..., vσ(k)) = (sgn σ) ω(v1, ..., vk).

Przestrze« liniow¡ tensorów alternuj¡cych b¦dziemy oznaczali Ωk(V ). Zauwa»my, »e
je±li ω jest alternuj¡cy, to na przykªad ω(v, v, v3, ..., vk) = 0.

De�niujemy odwzorowanie z T k(V ) w Ωk(V ) wzorem

Alt(T )(v1, ..., vk) =
1

k!

∑
σ∈Sk

sgnσ · T (vσ(1), ..., vσ(k)),

gdzie Sk jest grup¡ permutacji zbioru k elementowego.

Twierdzenie 2.3. Alt jest liniowe. Je±li T ∈ T k(V ), to Alt(T ) ∈ Ωk(V ). Je±li
ω ∈ Ωk(V ), to Alt(ω) = ω. Je±li T ∈ T k(V ), to Alt(Alt(T )) = Alt(T ).
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Dowód. Niech τ b¦dzie transpozycj¡ zamieniaj¡c¡ i z j. Dla σ ∈ Sk niech σ′ = σ ◦ τ .
Wtedy

Alt(T )(v1, ..., vj, ..., vi, ...vk) =
1

k!

∑
σ∈Sk

sgnσ · T (vσ(1), ..., vσ(j), ..., vσ(i), ..., vσ(k))

=
1

k!

∑
σ∈Sk

sgnσ · T (vσ′(1), ..., vσ′(i), ..., vσ′(j), ..., vσ′(k))

=
1

k!

∑
σ′∈Sk

−sgnσ′ · T (vσ′(1), ..., vσ′(k))

= −Alt(T )(v1, ..., vi, ..., vj, ...vk)

Je±li ω ∈ Ωk(V ), to ω(vτ(1), ..., vτ(k)) = sgnτ · ω(v1, ..., vk) = −ω(v1, ..., vk). Poniewa»
ka»da permutacja jest zªo»eniem transpozycji, ω(vσ(1), ..., vσ(k)) = sgnσ · ω(v1, ..., vk)
dla wszystkich σ ∈ Sk. Mamy wi¦c

Alt(ω)(v1, ..., vk) =
1

k!

∑
σ∈Sk

sgnσ · ω(vσ(1), ..., vσ(k))

=
1

k!

∑
σ∈Sk

sgnσ · sgnσ · ω(v1, ..., vk) = ω(v1, ..., vk).

St¡d Alt ◦ Alt = Alt. �

Zauwa»my, »e

Alt(ϕ1 ⊗ ϕ2)(v1, v2) =
1

2!

∑
σ∈S2

sgnσ · (ϕ1 ⊗ ϕ2)(vσ(1), vσ(2))

=
1

2
(ϕ1(v1)ϕ2(v2)− ϕ1(v2)ϕ2(v1)).

St¡d np. Alt(ϕ1 ⊗ ϕ1) = 0. Wprowadzimy teraz iloczyn zewn¦trzny tensorów alter-
nuj¡cych. Niech ω ∈ Ωk(V ) i η ∈ Ωj(V ). Wtedy

(2.4) ω ∧ η =
(k + j)!

k!j!
Alt(ω ⊗ η) ∈ Ωk+j(V )

W naszym przykªadzie widzimy, »e ϕ1 ∧ ϕ2 = −ϕ2 ∧ ϕ1. Ponadto mamy

(ω1 + ω2) ∧ η = ω1 ∧ η + ω2 ∧ η,
ω ∧ (η1 + η2) = ω ∧ η1 + ω ∧ η2,

aω ∧ η = a(ω ∧ η),

ω ∧ η = (−1)kjη ∧ ω,
f ∗(ω ∧ η) = f ∗(ω) ∧ f ∗(η)

(ω ∧ η) ∧ θ = ω ∧ (η ∧ θ).
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Dowód ostatniej wªasno±ci jest do±¢ skomplikowany i wynika z tego, »e

(2.5) Alt(Alt(ω ⊗ η)⊗ θ) = Alt(ω ⊗ η ⊗ θ) = Alt(ω ⊗ Alt(η ⊗ θ))

oraz dla ω ∈ Ωk(V ), η ∈ Ωj(V ) i θ ∈ Ωm(V )

(2.6) (ω ∧ η) ∧ θ =
(k + j +m)!

k!j!m!
Alt(ω ⊗ η ⊗ θ) = ω ∧ (η ∧ θ).

(2.5) i (2.6) stanowi¡ tre±¢ twierdzenia 4.4 w ksi¡»ce Spivaka. Chcemy je zastosowa¢
do wyliczenia

ϕi1 ∧ ... ∧ ϕik ,
gdzie ϕ1, ..., ϕd jest baz¡ dualn¡. Mamy

(2.7) ϕi1 ∧ ... ∧ ϕik = k!Alt(ϕi1 ⊗ ...⊗ ϕik).

Poka»my to indukcyjnie. Dla k = 2, (2.7) wynika z (2.4). Krok indukcyjny wynika z
(2.4)-(2.6). Istotnie, niech ω = ϕi1 ∧ ... ∧ ϕik−1

, η = ϕik . Wtedy

ϕi1 ∧ ... ∧ ϕik =
k!

(k − 1)!
Alt((ϕi1 ∧ ... ∧ ϕk−1)⊗ ϕik)

=
k!

(k − 1)!
Alt((k − 1)!Alt(ϕi1 ⊗ ...⊗ ϕk−1)⊗ ϕik)

=
k!

(k − 1)!
(k − 1)!Alt(ϕi1 ⊗ ...⊗ ϕk−1 ⊗ ϕik) = k!Alt(ϕi1 ⊗ ...⊗ ϕik)

Z (2.7) wynika, »e

ϕi1 ∧ ... ∧ ϕik(v1, ..., vk) =
∑
σ∈Sk

sgnσ · ϕi1 ⊗ ...⊗ ϕik(vσ(1), ..., vσ(k))

=
∑
σ∈Sk

sgnσ · ϕi1(vσ(1)) · ... · ϕik(vσ(k)).

Id¡c dalej mo»emy pokaza¢, »e

(2.8) ϕiη(1)
∧ ... ∧ ϕiη(k)

= sgnη · ϕi1 ∧ ... ∧ ϕik .

(2.8) wynika z tego, »e jesli σ = ξ ◦ η, to

ϕiη(1)
⊗ ...⊗ ϕiη(k)

(vσ(1), ..., vσ(k)) =
∏
m

ϕiη(m)
(vσ(m))

=
∏
m

ϕiη(m)
(vξ(η(m)))

=
∏
r

ϕir(vξ(r))

=ϕi1 ⊗ ...⊗ ϕik(vξ(1), ..., vξ(k)).
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Twierdzenie 2.9. Zbiór wszystkich iloczynów

ϕi1 ∧ ... ∧ ϕik , 1 ≤ i1 < ... < ik ≤ d

jest baz¡ przestrzeni Ωk(V ), wi¦c przestrze« ta ma wymiar
(
d
k

)
.

Dowód. Je±li ω ∈ Ωk(V ), to ω ∈ T k(V )

ω =
∑

ai1,...,ikϕi1 ⊗ ...⊗ ϕik .

Wi¦c
ω = Alt(ω) =

∑
ai1,...,ikAlt(ϕi1 ⊗ ...⊗ ϕik).

Poniewa» k!Alt(ϕiη(1)
⊗ ... ⊗ ϕiη(k)

) = sgnη · ϕi1 ∧ ... ∧ ϕik , elementy ϕi1 ∧ ... ∧ ϕik
rozpinaj¡ Ωk(V ). �

2.1. Pola i formy. Dla ka»dego punktu p ∈ Rd de�niujemy przestrze« styczn¡ w
tym punkcie

(2.10) TpRd = Rd
p := {(p, v) : v ∈ Rd} = {p} × Rd.

TpRd jest przestrzeni¡ liniow¡ z dziaªaniami

(p, v) + (p, w) = (p, v + w), a(p, v) = (p, av)

Wektor v ∈ Rd przedstawia si¦ jako strzaªk¦ o pocz¡tku w 0 i ko«cu w v. W tym
j¦zyku (p, v) jest strzaªk¡ od p do p + v. Lepiej jest jednak my±le¢, »e (p, v) jest
strzaªk¡ (wektorem) zaczepion¡(ym) w p. Zbiór

TRd := {(p, v) : p ∈ Rd, v ∈ Rd} = Rd × Rd =
⋃
p∈Rd

TpRd

nazywamy wi¡zk¡ styczn¡ do Rd. Jest to najprostszy przykªad wi¡zki stycznej do
rozmaito±ci (tzw. trywialna wi¡zka wektorowa).
Dzi¦ki tej konstrukcji zmody�kujemy nieco de�nicj¦ pola wektorowego. Poprzednio

pole wektorowe byªo odwzorowaniem F : Rd 7→ Rd, F (p) = (F1(p), ..., Fd(p)). Teraz

F : Rd 7→ TRd, F (p) ∈ TpRd

Zrobimy to tak, »e w ka»dym punkcie p wybierzemy baz¦ standardow¡ (e1)p =
(p, e1), ..., (ed)p = (p, ed) przestrzeni liniowej TpRd. Piszemy

F (p) = F 1(p)(e1)p + ...+ F d(p)(ed)p = (p,
d∑
i=1

F i(p)ei).

Prosz¦ zwróci¢ uwag¦ na to, »e indeksy wspóªrz¦dnych pola pow¦drowaªy na gór¦ tak
jak w Spivaku. Jest dla nas wa»ne, »eby F (p) ∈ TpRd, a nie F (p) ∈ Rd.
Je±li przez Ei oznaczymy pole wektorowe takie, »e Ei(p) = (p, ei) = (ei)p, to

F =
d∑
i=1

F iEi.
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Pola wektorowe mo»na dodawa¢ i mno»y¢ przez funkcje g : Rd 7→ R. Piszemy

(F +G)(p) = F (p) +G(p), gF (p) = g(p)F (p).

W ten sposób otrzymujemy (niesko«czenie wymiarow¡) przestrze« liniow¡.

To samo co z wektorami, zrobimy teraz z 1-tensorami = funkcjonaªami. Tzn.
piszemy

T ∗Rd = {(p, ϕ) : p ∈ Rd, ϕ ∈ (TpRd)∗ = Ω1(TpRd)} ≈ Rd × Ω1(Rd) = Rd × (Rd)∗.

Podobnie dla k - tensorów alternuj¡cych:

Ωk(TRd) := {(p, ω) : p ∈ Rd, ω ∈ Ωk(TpRd)} ≈ Rd × Ωk(Rd).

≈ ma tutaj znaczenie heurystyczne. Tak jak poprzednio w punkcie zaczepiali±my
wektor, teraz zaczepiamy tensor alternuj¡cy. Tak jak dla pól wektorowych b¦dziemy
rozwa»ali odwzorowania ϕ̃ : Rd 7→ T ∗Rd i ω̃ : Rd 7→ Ωk(TRd) speªniaj¡ce

ϕ̃(p) ∈ T ∗pRd, ω̃(p) ∈ Ωk(TpRd).

Tak zde�niowane ϕ̃ i ω̃ nazywamy odpowiednio 1-form¡ i k-form¡. Mówi si¦ te», »e
ϕ̃ jest ci¦ciem T ∗Rd, a ω̃ ci¦ciem Ωk(TRd). Mo»emy mysle¢, »e

ϕ̃(p) = (p, ϕ), gdzie ϕ zale»y od p.

Rozwa»my ϕ̃1, ..., ϕ̃d takie, »e

ϕ̃i(p)((ej)p) = δij lub równowa»nie ϕ̃i(Ej) = δij.

Powy»sza linijka ma sens, bo (ej)p ∈ TpRd, ϕ̃i(p) ∈ T ∗pRd. Wtedy dowolna 1-forma
zapisuje si¦

ϕ̃(p) =
d∑
i=1

ai(p)ϕ̃i(p),

gdzie ai s¡ funkcjami na Rd. W ka»dym punkcie zaczepili±my 1-tensor i dodatkowo
wyrazili±my go przez tensory ϕ̃1(p), ..., ϕ̃d(p). Prosz¦ zwróci¢ uwag¦, »e ϕ̃1, ..., ϕ̃d nie
stanowi¡ bazy przestrzeni liniowej

Γ1(Rd) = {ϕ̃ : Rd 7→ T ∗Rd : ϕ̃(p) ∈ T ∗pRd},
bo ai s¡ funkcjami na Rd, a nie liczbami.

Dla k-formy ω̃ i j-formy η̃ de�niujemy ω̃ ∧ η̃ wzorem

ω̃ ∧ η̃(p) = ω̃(p) ∧ η̃(p).

Zmienimy nieco oznaczenie:
dxi := ϕ̃i.

To oznaczenie wynika z tradycji i, jak si¦ przekonamy przerabiaj¡c zwi¡zki abstrak-
cyjnego twierdzenia Stokesa z caªkowaniem na krzywych i powierzchniach, ma do-
datkowy gª¦bszy sens. W tej notacji

dxi1 ∧ ... ∧ dxik
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jest k-form¡ tak¡ , »e

dxi1 ∧ ... ∧ dxik(p) = ϕ̃i1(p) ∧ ... ∧ ϕ̃ik(p).
dxi1 ∧ ...∧dxik(p) stanowi¡ baz¦ Ωk(TpRd). W takim razie k-form¦ ω̃ mo»emy zapisa¢
jako

(2.11) ω̃ =
∑

i1<...<ik

ai1,...,ikdx
i1 ∧ ... ∧ dxik ,

gdzie ai1,...,ik s¡ funkcjami na Rd. Inaczej mówi¡c

(2.12) ω̃(p) =
∑

i1<...<ik

ai1,...,ik(p)ϕ̃i1(p) ∧ ... ∧ ϕ̃ik(p).

(2.11) i (2.12) s¡ równowa»ne. Spivak u»ywa notacji ωi1,...,ik = ai1,...,ik i nie u»ywa
tildy:

ω =
∑

i1<...<ik

ωi1,...,ikdx
i1 ∧ ... ∧ dxik ,

pisz¡c po prostu ω, nie ω̃. B¦dziemy tak pisa¢. W tym momencie nadu»ywamy
troch¦ notacji, bo poprzednio ω byªo tensorem alternuj¡cym, a teraz oznacza pole
takich tensorów czyli form¦, ale Spivak robi to samo.
Je±li funkcje ωi1,...,ik s¡ ci¡gªe to forma ω nazywa si¦ ciagªa. Je±li funkcje ωi1,...,ik

s¡ C1, C2, C∞ to forma ω nazywa si¦ odpowiednio klasy C1, C2, C∞. Najcz¦±ciej
spotyka si¦ formy klasy C∞. Przestrze«

Γkm(Rd) = {ω : Rd 7→ Ωk(TRd) : ω(p) ∈ Ωk(TpRd)},
k-form klasy Cm stanowi przestrze« liniow¡ nad R z dodatkow¡ struktur¡ mno»e-
nia przez funkcje klasy Cm. Jest ona niesko«czenie wymiarowa. Do naszych celów
wystarcz¡ formy klasy C2. Przyjmijmy, »e Γk0(Rd) oznacza k-formy ci¡gªe, a Γk(Rd)
k-formy gªadkie czyli Cm dla ka»dego m.

De�nicja 2.13. Dla funkcji g ∈ C1(Rd) de�niujemy jej ró»niczk¦ dg ∈ Γ1
0(Rd) jako

1-form¦

dg =
∂g

∂x1

dx1 + ...+
∂g

∂xd
dxd.

Zwró¢my uwag¦, »e

dg(F 1E1 + ...+ F dEd) =
∂g

∂x1

F 1 + ...+
∂g

∂xd
F d

jako funkcje na Rd. Dla funkcji ró»niczkowalnej f : Rd 7→ Rm mamy odwzorowanie
liniowe Df(p) : Rd 7→ Rm. Nieznaczna mody�kacja daje odwzorowanie liniowe

f∗ : TpRd 7→ Tf(p)Rm

okre±lone wzorem
f∗((p, v)) = (f(p), Df(p)(v))
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lub inaczej
f∗(vp) = (Df(p)(vp))f(p).

f∗ indukuje odwzorowanie liniowe

f ∗ : Γk0(Rm) 7→ Γk0(Rd)

wzorem

(f ∗ω)(p)(v1, ..., vk) := ω(f(p))(f∗(v1), ..., f∗(vk)) = ω(f(p))(Df(p)(v1), ..., Df(p)(vk)).

Jesli f ∈ C∞ to
f ∗ : Γk(Rm) 7→ Γk(Rd).

Zwró¢my uwag¦ na to, »e v1, ..., vk ∈ TpRd, a f∗(v1), ..., f∗(vk) ∈ Tf(p)Rm.

Twierdzenie 2.14. Je±li f = (f 1, ..., fm) : Rd 7→ Rm jest ró»niczkowalna, to

• f ∗(dyi) =
∑d

j=1
∂f i

∂xj
dxj = df i

• f ∗(ω1 + ω2) = f ∗(ω1) + f ∗(ω2)
• f ∗(g · ω) = (g ◦ f) · f ∗(ω)
• f ∗(ω ∧ η) = f ∗(ω) ∧ f ∗(η),

gdzie (y1, ..., ym) s¡ wspóªrz¦dnymi w Rm.

Dowód. Niech v ∈ TpRd

f ∗(dyi)(p)(v) =(dyi)(f(p))(f∗(v)) = (dyi)(f(p))(Df(p)(v))

=
d∑
j=1

∂f i

∂xj
(p)vj

=
d∑
j=1

∂f i

∂xj
(p)dxj(v) = df i(p)(v),

bo dyi wybiera i-t¡ wspóªrz¦dn¡ wektora. �

Rozszerzymy teraz operator ró»niczkowania na formy. Je»eli

ω =
∑

i1<...<ik

ωi1,...,ikdx
i1 ∧ ... ∧ dxik ,

to

dω =
∑

i1<...<ik

dωi1,...,ik ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik

=
∑

i1<...<ik

d∑
α=1

∂ωi1,...,ik
∂xα

· dxα ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik .

Zauwa»my, »e d : Γk(Rd) 7→ Γk+1(Rd) (analogicznie d : Γkm(Rd) 7→ Γk+1
m−1(Rd)) oraz
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(2.15) d(ωi1,...,ikdx
i1 ∧ ... ∧ dxik) = dωi1,...,ik ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik

i
d(ω + η) = dω + dη,

co jest bardzo wygodne przy dowodzeniu wªasno±ci operatora d.

Podstawowe wªasno±ci ró»niczkowania zawarte s¡ w nast¦puj¡cym twierdzeniu

Twierdzenie 2.16. Dla ω ∈ Γk1(Rd), η ∈ Γm1 (Rd) mamy

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

Ponadto d(dω) = 0 je±li ω ∈ Γk2(Rd) oraz je±li f : Rd 7→ Rm jest C1, to

f ∗(dω) = d(f ∗ω).

W dowodzie twierdzenia korzystamy z (2.15) i addytywno±ci ró»niczkowania co
pozwala nam ograniczy¢ si¦ do form postaci ωi1,...,ikdx

i1 ∧ ... ∧ dxik .

2.2. Kostki i ich brzegi.

De�nicja 2.17. Singularn¡ kostk¡ wymiaru n (n-kostk¡) nazywamy funkcj¦ ci¡gª¡
c : [0, 1]n 7→ Rd, gdzie [0, 1]n oznacza n-krotny iloczyn [0, 1]× ...× [0, 1], R0 = [0, 1]0 =
{0}.

0- kostka jest punktem. 1-kostka jest krzyw¡, a 2-kostka powierzchni¡, o ile zaªo-
»ymy dodatkowo, »e c jest klasy C1. Standardowa n-kostka w Rn jest de�niowana
jako In : [0, 1]n 7→ Rn, In(x) = x.
Dla ka»dego 1 ≤ i ≤ n okre±lmy dwie singularne kostki Ini,0 i Ini,1 jako funkcje z

[0, 1]n−1 w ∂In ⊂ Rn

Ini,0(x1, ..., xn−1) =In(x1, ..., xi−1, 0, xi, ...xn−1) = (x1, ..., xi−1, 0, xi, ...xn−1)

Ini,1(x1, ..., xn−1) =In(x1, ..., xi−1, 1, xi, ...xn−1) = (x1, ..., xi−1, 0, xi, ...xn−1).

Kostk¦ Ini,0 nazywamy (i, 0)-±cian¡ kostki In, a kostk¦ Ini,1 nazywamy (i, 1)-±cian¡. S¡
to dwie ±ciany skªadaj¡ce si¦ na brzeg równolegªe do siebie, gdzie i-ta zmienna jest
ustalona na 0 lub 1.

Przykªad 2.18.

I1
1,0 = I1(0) = 0 lewy koniec odcinka [0, 1]

I1
1,1 = I1(1) = 1 prawy koniec odcinka [0, 1]

I2
1,0(t) = I1(0, t) lewy pionowy bok kwadratu [0, 1]2

I2
2,1(t) = I1(t, 1) górny poziomy bok kwadratu [0, 1]2
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De�nicja 2.19. Brzegiem kostki In nazywamy formaln¡ sum¦

∂In :=
n∑
i=1

∑
α=0,1

(−1)i+αIn(i,α).

Dla I1 otrzymujemy

∂I1 = (−1)1+0I1
1,0 + (−1)1+1I1

(1,1) = −{0}+ {1}

Dla I2 otrzymujemy

∂I2 =(−1)1I2
1,0 + (−1)2I2

(1,1) pionowe odcinki

+(−1)2I2
2,0 + (−1)3I2

(2,1) poziome odcinki.

Prosz¦ zauwa»y¢, »e znaki zgadzaj¡ si¦ z orientacj¡ krzywych w twierdzeniu Greena.
Dla dowolnej singularnej n-kostki c : [0, 1]n 7→ Rd okre±lamy (i, α) ±cian¦ jako funkcj¦

(2.20) c(i,α) = c ◦ In(i,α) : [0, 1]n−1 7→ Rd.

�cina c(i,α) jest obrazem przez c ±ciany (i, α).

De�nicja 2.21. Brzegiem kostki c : In 7→ Rd nazywamy formaln¡ sum¦

∂c :=
n∑
i=1

∑
α=0,1

(−1)i+αc(i,α).

Dla 1-kostki c : [0, 1] 7→ Rd mamy

∂c = −{c(0)}+ {c(1)}.

Teraz zaªo»ymy, »e k-kostka c jest klasy C1 na wn¦trzu [0, 1]k i ka»da (k-1)-kostka
c(i,α) jest C1 na wn¦trzu [0, 1]k−1. B¦dziemy si¦ starali zde�niowa¢∫

c

ω dla k-formy ω.

Je±li ω = fdx1 ∧ ... ∧ dxk, to ∫
Ik
ω =

∫
[0,1]k

ω =

∫
[0,1]k

f

czyli ∫
Ik
fdx1 ∧ ... ∧ dxk =

∫
[0,1]k

f(x1, ..., xk) dx1...dxk.

Je±li ω jest k-form¡ na Rd i c : [0, 1]k 7→ Rd jest singularn¡ k-kostk¡, to okre±lamy∫
c

ω =

∫
[0,1]k

c∗ω.
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Tu potrzebujemy, »eby c byªo klasy C1. Dla 0-kostki i 0-formy ω = f piszemy∫
c

f =

∫
c

ω = ω(c(0)) = f(c(0)),

bo c∗(f) = f ◦ c.

Przykªad 2.22. Niech c : [0, 1] 7→ [a, b] ⊂ R. Wtedy∫
c

fdt =

∫
[0,1]

f ◦ c(t)c∗(dt) =

∫ 1

0

f ◦ c(t)dc
dt

(t) dt =

∫ 1

0

f ◦ c(t)c′(t) dt =

∫ b

a

f(s) ds.

Rozpoznajemy twierdzenie o zamianie zmiennych.

Przykªad 2.23. Niech c : [0, 1] 7→ R3. Wtedy∫
c

F1dx
1 + F2dx

2 + F3dx
3 =

∫
[0,1]

c∗(F1dx
1 + F2dx

2 + F3dx
3) =

∫ 1

0

〈F (c(t)), c′(t)〉 dt,

gdzie c′(t) jest wektorem stycznym do krzywej. Rozpoznajemy caªk¦ zorientowan¡ po
krzywej.

Przykªad 2.24. Niech c : [0, 1]2 7→ R2. Przyjmijmy, »e (u, v) stanowi¡ wspóªrz¦dne
w [0, 1]2, a (x, y) w c([0, 1]2) i zaªó»my, »e detDc nie znika w »adnym punkcie czyli
ma staªy znak, bo [0, 1]2 jest wypukªy. Wtedy∫

c

fdx1 ∧ dx2 =

∫
[0,1]2

c∗(fdx1 ∧ dx2) =

∫
[0,1]2

f ◦ c(u, v) detDc(u, v) du ∧ dv.

Rozpoznajemy twierdzenie o zamianie zmiennych ze znakiem, bo formy uwzgl¦d-
niaj¡ orientacj¦ w R2. Orientacja zadana przez e1, e2 jest czym innym ni» orientacja
zadana przez e2, e1 i wyra»a si¦ znakiem Jakobianu c. Jesli chcemy uchwyci¢ znak
w twierdzeniu o zamianie zmiennych, to musimy caªkowa¢ formy, nie pisa¢ dx1dx2.
Je±li c nie zmienia orientacji, to∫

[0,1]2
f ◦ c(u, v) detDc(u, v) du ∧ dv =

∫
[0,1]2

f ◦ c(u, v) detDc(u, v) dudv

=

∫
c([0,1]2)

f(x1, x2)dx1dx2.

Przykªad 2.25. Niech c : [0, 1]2 7→ R3 b¦dzie powierzchni¡. Wtedy∫
c

F1dy ∧ dz + F2dz ∧ dx+ F3dx ∧ dy =

∫
[0,1]2

c∗(F1dy ∧ dz + F2dz ∧ dx+ F3dx ∧ dy)

=

∫
[0,1]2
〈F (c(u, v)), Tu × Tv〉 dudv.

Trzeba pracowicie wyliczy¢ wspóªrz¦dne Tu × Tv.
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Dla k − 1 formy ω de�niujemy

(2.26)
∫
∂c

ω =
n∑
i=1

∑
α=0,1

(−1)i+α
∫
c(i,α)

ω.

Twierdzenie 2.27 (Stokesa). Je±li ω jest k − 1-form¡ na zbiorze otwartym U za-
wartym w Rd i c jest kostk¡ w U , to

∫
c

dω =

∫
∂c

ω.

Przykªad 2.28. c = I1. Wtedy

f(1)− f(0) =

∫
∂I1

f =
Stokes

∫
I1

df =

∫
[0,1]

f ′(x) dx.

Przykªad 2.29. c : [0, 1] 7→ R3. Caªkujemy df po krzywej. Wtedy

f(c(1))− f(c(0)) =

∫
∂c

f =
Stokes

∫
c

df

=

∫
c

3∑
i=1

∂f

∂xi
(x) dxi

=

∫
[0,1]

3∑
i=1

∂f

∂xi
◦ c(t) ∂ci

dt
dt

=

∫
[0,1]

〈∇f, c′(t)〉 dt.

Rozpoznajemy twierdzenie o polu gradientowym.
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Przykªad 2.30. c : [0, 1]2 7→ R2 i detDc > 0. Caªkujemy 1-form¦ Pdx + Qdy po
brzegu obszaru. Wtedy otrzmujemy twierdzenie Greena. Istotnie,

2∑
i=1

∑
α=0,1

(−1)i+α
∫
c(i,α)

Pdx+Qdy =
Stokes

∫
c

∂P

∂y
dy ∧ dx+

∂Q

∂x
dx ∧ dy

=

∫
c

(
−∂P
∂y

+
∂Q

∂x

)
dx ∧ dy

=

∫
c([0,1]2)

(
−∂P
∂y

+
∂Q

∂x

)
dxdy

=
2∑
i=1

∑
α=0,1

(−1)i+α
∫

[0,1]

c∗(i,α)(Pdx+Qdy)

=
2∑
i=1

∑
α=0,1

(−1)i+α
∫

[0,1]

P ◦ c(i,α)

d(c(i,α))1

dt
dt+Q ◦ c(i,α)

d(c(i,α))2

dt
dt

=
2∑
i=1

∑
α=0,1

(−1)i+α
∫ 1

0

〈(P,Q) ◦ c(i,α)(t), c
′
(i,α)(t)〉 dt

2∑
i=1

∑
α=0,1

(−1)i+α
∫
c(i,α)

(P,Q) ◦ ds =

∫
σ

(P,Q) ◦ ds

gdzie σ jest parametryzacj¡ brzegu zgodn¡ z t¡ tak¡ jak¡ stosowali±my w klasycznym
dowodzie, patrz te» Uwaga 1.29 i rozwa»ania po ni¡. Ostatnia równo±¢ wymaga prze-
my±lenia.

Dowód. Zaªó»my najpierw, »e c = Ik, Rd = Rk oraz ω jest k − 1-form¡ na otoczeniu
[0, 1]k. Wówczas ω jest sum¡ (k − 1)-form postaci

fdx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxk = f(x1, ..., xk)dx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxk,

gdzie d̂xi oznacza, »e formy dxi nie ma w wyra»eniu. Z wªasno±ci d wystarczy pokaza¢
twierdzenie dla ω = fdx1∧...∧d̂xi∧...∧dxk. Zacznijmy od caªki po brzegu. Zauwa»my,
»e

(Ik(j,α))
∗(fdx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxk) = 0 je±li j 6= i,

(Ik(i,α))
∗(fdx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxk) = f(x1, ..., xi−1, α, xi, ..., xk−1)dx1 ∧ ... ∧ dxk−1 je±li j 6= i,

poniewa»

(Ikj,α)∗(dxj) =0

(Iki,α)∗(dxj) =

{
dxj j < i

dxj−1 j > i
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i w wyniku cofania mamy otrzyma¢ form¦ na [0, 1]k−1. St¡d∫
[0,1]k−1

(Ik(i,α))
∗(fdx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxk) =

∫
[0,1]k−1

f(x1, ..., xi−1,α, xi, ..., xk−1)dx1...dxk−1

=

∫
[0,1]k

f(x1, ..., xi−1α, xi+1, ..., xk)dx1...dxk.

Dlatego∫
∂Ik

fdx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxk =
n∑
i=1

∑
α=0,1

(−1)i+α
∫

[0,1]k−1

(Ik(j,α))
∗(fdx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxk)

=(−1)i+1

∫
[0,1]k

f(x1, ..., xi−1, 1, xi+1, ..., xk−1)dx1...dxk

+(−1)i
∫

[0,1]k
f(x1, ..., xi−1, 0, xi+1, ..., xk−1)dx1...dxk.

Z drugiej strony, je±li Dif = ∂f
∂xi

, to∫
Ik
d(fdx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxk) =

∫
[0,1]k

Difdx
i ∧ dx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxk)

=(−1)i−1

∫
[0,1]k

Difdx
1 ∧ ... ∧ dxk

=(−1)i−1

∫
[0,1]k

Dif(x1, ..., xk)dx1...dxk,

bo dla j 6= i, Djf dx
j ∧ dx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxk = 0, gdy» dxj wyst¡pi dwa razy.

Z twierdzenia Fubiniego i zasadniczego twierdzenia rachunku ró»niczkowego i caª-
kowego mamy∫
Ik
d(fdx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxk) =(−1)i−1

∫ 1

0

...

(∫ 1

0

Dif(x1, ..., xk)dxi
)
dx1...d̂xi...dxk

=(−1)i−1

∫ 1

0

...

∫ 1

0

(
f(x1, ..., 1, ..., xk)− f(x1, ..., 0, ..., xk)

)
× dx1...d̂xi...dxk

=(−1)i−1

∫
[0,1]k

f(x1, ...xi−1, 1, xi+1, ..., xk)dx1...dxk

+(−1)i
∫

[0,1]k
f(x1, ...xi−1, 0, xi+1, ..., xk)dx1...dxk.

Zwró¢my uwag¦, »e rozumowanie jest takie samo jak w twierdzeniu Greena. St¡d∫
Ik
dω =

∫
∂Ik

ω.
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Je±li c jest dowoln¡ kostk¡, to na mocy (2.20) i (2.26).∫
∂c

ω =
k∑
i=1

∑
α=0,1

(−1)i+α
∫
c(i,α)

ω

=
k∑
i=1

∑
α=0,1

(−1)i+α
∫
Ik
(i,α)

c∗ω =

∫
∂Ik

c∗ω.

Dlatego ∫
c

dω =

∫
Ik
c∗(dω) =

∫
Ik
d(c∗ω) =

Stokes

∫
∂Ik

c∗ω =

∫
∂c

ω.

�

3. Caªki powierzchniowe

3.1. Powierzchnie w R3.

De�nicja 3.1. Powierzchni¡ nazywamy S = Φ(D), gdzie Φ : D → R3 i D jest
podzbiorem pªaszczyzny. Stosujemy zapis

Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ D.

Mówimy, »e powierzchnia jest klasy C1 je±li D ma niepuste wn¦trze, a funkcje x, y i
z s¡ klasy C1 na wn¦trzu D.

Dalej b¦dziemy rozwa»ali wyª¡cznie powierzchnie klasy C1. Przykªadem powierzchni
jest wykres funkcji dwu zmiennych z = f(x, y). Wtedy Φ(x, y) = (x, y, f(x, y)).
Mo»na zmienne zamieni¢ rolami i otrzyma¢ x = h(y, z) lub y = g(x, z).

Przykªad 3.2. x = z−z3. W pªaszczy¹nie xz wykresem jest krzywa trzeciego stopnia.
Do wykresu wraz punktem (z− z3, 0, z) nale»y te» caªa prosta (z− z3, y, z) równolegªa
do osi y. Wykres ma posta¢ wygi¦tego niesko«czonego arkusza papieru.

Φ(y, z) = (z − z3, y, z), D = R2.

Przykªad 3.3. Sfera x2 + y2 + z2 = 1. Φ : [0, π]× [0, 2π) 7→ R3,

Φ(ϕ, θ) = (sinϕ cos θ, sinϕ sin θ, cosϕ), D = [0, π]× [0, 2π).

Zauwa»my, »e Φ jest 1-1 i C1 na D, bo jest okre±lone na otoczeniu D, a dokªadniej
na R2.

Przykªad 3.4. Cylinder. Φ : R× [0, 2π) 7→ R3,

Φ(u, θ) = (cos θ, sin θ, u), D = R× [0, 2π).

Zauwa»my, »e Φ jest 1-1 i C1 na D bo jest okre±lone na otoczeniu D, a dokªadniej
na R2.
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Przykªad 3.5. Dwa sto»ki: x2 + y2 = z2. Φ : R× [0, 2π) 7→ R3,

Φ(u, θ) = (u cos θ, u sin θ, u), D = R× [0, 2π).

Zauwa»my, »e Φ jest 1-1 na wn¦trzu D, ale nie na D. Za to Φ jest C1 na D bo jest
okre±lone na otoczeniu D, a dokªadniej na R2.

3.2. Pªaszczyzna styczna do powierzchni. Rozwa»amy odwzorowanie

γ(t) = (x(t, v0), y(t, v0), z(t, v0)) = Φ(t, v0),

gdzie (u0, v0) jest ustalonym punktem w D. To odwzorowanie opisuje krzyw¡ w R3

le»¡c¡ w powierzchni S i przechodz¡c¡ w chwili t = u0 przez punkt

Φ(u0, v0) =: (x0, y0, z0).

Wektorem stycznym do tej krzywej w punkcie (x0, y0, z0) jest

Tu =

(
∂x

∂u
(u0, v0),

∂y

∂u
(u0, v0),

∂z

∂u
(u0, v0)

)
.

Podobnie rozpatruj¡c krzyw¡ t→ Φ(u0, t) otrzymamy inny wektor styczny w punkcie
(x0, y0, z0)

Tv =

(
∂x

∂v
(u0, v0),

∂y

∂v
(u0, v0),

∂z

∂v
(u0, v0)

)
.

Tu i Tv s¡ wektorami stycznymi w punkcie (x0, y0, z0) do krzywych le»¡cych w po-
wierzchni S. Pªaszczyzna rozpi¦ta przez te wektory jest zatem styczna do powierzchni
w tym punkcie. Wektorem normalnym do powierzchni w (x0, y0, z0) nazywamy wektor
Tu × Tv prostopadªy do obu wektorów stycznych.

De�nicja 3.6. Mówimy, »e powierzchnia jest gªadka w punkcie Φ(u0, v0) = (x0, y0, z0)
je±li Tu×Tv 6= 0. Intuicyjnie oznacza to, »e punkt (x0, y0, z0) nie le»y na kraw¦dzi ani
te» nie jest rogiem powierzchni.

Przykªad 3.7. Dwa sto»ki: x2 + y2 = z2. x = u cos v, y = u sin v, z = u. Powierzch-
nia jest klasy C1. Mamy

Tu = (cos v, sin v, 1), Tv = (−u sin v, u cos v, 0).

Wektory Tu i Tv s¡ równolegªe tylko, gdy Tv = 0. Tzn. u = 0. Zauwa»my, »e po-
wierzchnia jest zapisana równaniem x2 + y2 = z2, czyli opisuje dwa sto»ki stykaj¡ce
si¦ w pocz¡tku ukªadu. Intuicyjnie wida¢, »e we wspólnym wierzchoªku sto»ków po-
wierzchnia zachowuje si¦ inaczej.

Przypu±¢my, »e powierzchnia jest gªadka w punkcie (x0, y0, z0) = Φ(u0, v0). Wtedy
równanie pªaszczyzny stycznej ma posta¢

(x− x0, y − y0, z − z0) ◦ ñ = 0,

gdzie ñ = Tu × Tv obliczone w (u0, v0).
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Uwaga 3.8.

(a1, b1, c1)× (a2, b2, c2) =

(∣∣∣∣b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣) .
Otrzymany wektor jest prostopadªy do (a1, b1, c1) i (a2, b2, c2). Rzeczywi±cie

a1

∣∣∣∣b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣− b1

∣∣∣∣a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣+ c1

∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a1 b1 c1

a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Przykªad 3.9. x = u cos v, y = u sin v, z = u2 + v2. Chcemy znale¹¢ punkty, w
których pªaszczyzna styczna jest dobrze okre±lona.

Mamy D = [0,∞)× [0, 2π) i

Tu = (cos v, sin v, 2u), Tv = (−u sin v, u cos v, 2v).

Tu × Tv =

(∣∣∣∣ sin v 2u
u cos v 2v

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣2u cos v
2v −u sin v

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ cos v sin v
−u sin v u cos v

∣∣∣∣)
= (2v sin v − 2u2 cos v,−2u2 sin v − 2v cos v, u).

Zatem Tu× Tv = 0 tylko, gdy u = v = 0. Zauwa»my, »e (0, 0) ∈ ∂D. Przykªadowo w
punkcie (u0, v0) = (1, 0) mamy

(x0, y0, z0) = (1, 0, 1), Tu × Tv
∣∣∣
u=1
v=0

= (−2, 0, 1).

Równanie pªaszczyzny stycznej w punkcie (1, 0, 1) ma zatem posta¢

−2(x− 1) + (z − 1) = 0

czyli po uproszczeniu
2x− z = 1.

Przykªad 3.10. Helikoida jest opisana przez

x = r cos θ, y = r sin θ, z = θ,

dla parametrów speªniaj¡cych 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π. Znów Φ jest klasy C1 na
otoczeniu D. Dla ustalonej warto±ci k¡ta θ otrzymujemy odcinek prostopadªy do osi
z ª¡cz¡cy punkty (0, 0, θ) i (cos θ, sin θ, θ). Powstaªa powierzchnia przypomina waªek
do mielenia mi¦sa. Mamy

Tr = (cos θ, sin θ, 0), Tθ = (−r sin θ, r cos θ, 1).

Przypu±¢my, »e powierzchnia jest wykresem funkcji z = f(x, y), dla (x, y) ∈ D.
Naturaln¡ parametryzacj¡ jest x := x, y := y i z = f(x, y). Wtedy

Tx =

(
1, 0,

∂f

∂x

)
, Ty =

(
0, 1,

∂f

∂y

)
, Tx × Ty =

(
−∂f
∂x
,−∂f

∂y
, 1

)
.
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Równanie pªaszczyzny stycznej w punkcie (x0, y0, z0), gdzie z0 = f(x0, y0) to

(x− x0, y − y0, z − z0) ◦
(
−∂f
∂x
,−∂f

∂y
, 1

)
= 0.

Po przeksztaªceniu otrzymujemy

z − z0 =
∂f

∂x
(x− x0) +

∂f

∂y
(y − y0),

gdzie pochodne cz¡stkowe obliczane s¡ w punkcie (x0, y0).

Przykªad 3.11. Odwzorowania Φ1(x, y) = (x, y, x2 + y2), (x, y) ∈ R2 i
Φ2(u, v) = (u cos v, u sin v, u2), (u, v) ∈ R× [0, 2π) parametryzuj¡ t¦ sam¡ powierzch-
ni¦. Dla pierwszej parametryzacji mamy

Tx = (1, 0, 2x), Ty = (0, 1, 2y),

a dla drugiej
Tu = (cos v, sin v, 2u), Tv = (−u sin v, u cos v, 0).

Tx, Ty s¡ wsz¦dzie liniowo niezale»ne, podczas, gdy Tv = 0, gdy u = 0. W drugiej
parametryzacji {0} × [0, 2π) ⊂ ∂D.

Przykªad 3.12. Chcemy sparametryzowa¢ powierzchni¦ (hiperboloid¦) o równaniu
x2 + y2 − z2 = 1 i wyliczy¢ wektory styczne.

Dla ustalonej warto±ci z punkty (x, y) le»¡ na okr¦gu o ±rodku w (0, 0) i promieniu√
z2 + 1 = r ≥ 1. Mo»emy przyj¡¢, »e

x = r cosϕ, y = r sinϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Mamy r2 − z2 = 1. Zatem mo»emy przyj¡¢

r = coshψ, z = sinhψ, ψ ∈ R.
Ostatecznie uzyskujemy

x = coshψ cosϕ,

y = coshψ sinϕ,

z = sinhψ,

ψ ∈ R, ϕ ∈ [0, 2π). Φ jest ró»nowarto±ciowe na wn¦trzu R× (0, 2π) zbioru D. Mamy

Tϕ = (− coshψ sinϕ, coshψ cosϕ, 0)

Tψ = (sinhψ cosϕ, sinhψ sinϕ, coshψ).

Tϕ, Tψ s¡ liniowo niezale»ne w ka»dym punkcie i

Tϕ × Tψ = (cosh2 ψ cosϕ, cosh2 ψ sinϕ,− coshψ sinhψ).

Przykªad 3.13. Torus uzyskujemy obracaj¡c wokóª osi z okr¡g o promieniu r tak,
»e ±rodek maªego okr¦gu jest w punkcie (R cosψ,R sinψ, 0).
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Równanie maªego okr¦gu w pªaszczy¹nie (x, z) (y = 0) ma posta¢

x = R + r cosϕ, z = r sinϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

�eby otrzyma¢ równanie parametryzacj¦ maªego okr¦gu, którego ±rodek ma wspóª-
rz¦dne (R cosψ,R sinψ, 0) musimy wykona¢ obrót o k¡t ψ wokóª osi z. Wtedy∣∣∣∣∣∣

cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
R + r cosϕ

0
r sinϕ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
cosψ(R + r cosϕ)
sinψ(R + r cosϕ)

r sinϕ

∣∣∣∣∣∣ .
Zatem

x = d cosψ = (R + r cosϕ) cosψ,

y = d sinψ = (R + r cosϕ) sinψ,

z = r sinϕ.

3.3. Pole powierzchni.

De�nicja 3.14. Niech S b¦dzie powierzchni¡ sparametryzowan¡ przez funkcj¦
Φ : D−→R3, gdzie D ⊂ R2. Tzn. S = Φ(D). Zaªó»my, »e Φ jest ró»nowarto±ciowe i
klasy C1 na wn¦trzu D. Polem powierzchni nazywamy liczb¦

A(S) =

∫∫
D

‖Tu × Tv‖ du dv,

o ile caªka jest dobrze okre±lona. Tzn. trzeba dorzuci¢ zaªo»enie, »e D jest ograni-
czony, ∂D jest miary 0, a funkcja ‖Tu× Tv‖ jest ograniczona na D lub przynajmniej
taka, »e caªka niewªa±ciwa istnieje.

Uwaga 3.15. W naszych przykªadach zwykle Φ jest klasy C1 na otoczeniu ograniczo-
nego zbioru D̄ wi¦c ‖Tu × Tv‖ jest ci¡gªa na D̄ czyli ograniczona.

Przeanalizujmy sumy caªkowe caªki okre±laj¡cej A(S). Zaªó»my, »e D jest prosto-
k¡tem podzielonym na n2 maªych prostok¡tów Rij. Wtedy

Φ(D) =
n⋃

i,j=1

Φ(Rij).

Prostok¡ty Rij nie s¡ rozª¡czne, bo mog¡ mie¢ wspólne boki. Ale cz¦±¢ wspólna
ka»dych dwu zbiorów postaci Φ(Rij) ma miar¦ zero. Zatem

A(S) =
n∑

i,j=1

A(Φ(Rij)).

Rozwa»amy maªy prostok¡t R w pªaszczy¹nie u, v o lewym dolnym rogu w punk-
cie (u, v) a prawym górnym w (u + ∆u, v + ∆v). Obraz Φ(R) jest w przybli»eniu



34 ANALIZA III.2

równolegªobokiem o bokach

Φ(u+ ∆u, v)− Φ(u, v) ≈
(
∂x

∂u
(u, v),

∂y

∂u
(u, v),

∂z

∂u
(u, v)

)
∆u,

Φ(u, v + ∆v)− Φ(u, v) ≈
(
∂x

∂v
(u, v),

∂y

∂v
(u, v),

∂z

∂v
(u, v)

)
∆v.

Istotnie,
DΦ(u, v) = [Tu, Tv] jest macierz¡ 3 na 2.

Czyli

Φ(u+ ∆u, v)− Φ(u, v) ≈ [Tu, Tv]

[
∆u
0

]
= Tu(u, v) ∆u,

Φ(u, v + ∆v)− Φ(u, v) ≈ [Tu, Tv]

[
0

∆v

]
= Tv(u, v) ∆v.

Pole równolegªoboku wynosi A(ϕ(R)) ≈ ‖Tu × Tv‖∆u∆v. Rzeczywi±cie niech
n = Tu×Tv

‖Tu×Tv‖ . Wtedy

A(ϕ(R)) ≈ | det(n, Tu ∆u, Tv ∆v)| = ‖Tu × Tv‖∆u∆v.

Ostatecznie

A(S) =
n∑

i,j=1

‖Tu × Tv‖u=ui−1
v=vj−1

∆ui ∆vj−→
∫∫

D

‖Tu × Tv‖ du dv.

Przykªad 3.16. Kawaªek sto»ka. D = {(r, θ) : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1}, ∂D ma
miar¦ zero. Okre±lamy Φ(r, θ) = (x, y, z), gdzie

x = r cos θ, y = r sin θ, z = r.

Obliczamy
Tr = (cos θ, sin θ, 1), Tθ = (−r sin θ, r cos θ, 0).

Zatem
Tr × Tθ = (−r cos θ,−r sin θ, r), ‖Tr × Tθ‖ = r

√
2.

Dla S = Φ(D) mamy wi¦c

A(S) =

∫ 2π

0

∫ 1

0

‖Tr × Tθ‖ dr dθ =

∫ 2π

0

∫ 1

0

r
√

2 dr dθ = π
√

2.

Φ jest klasy C1 na otoczeniu D. Zwró¢my uwag¦, »e mamy tu parametryzacj¦, a nie
zamian¦ zmiennych, wi¦c nie pojawia si¦ dodatkowe r.

Zaªó»my, »e powierzchnia jest wykresem funkcji z = g(x, y), dla (x, y) ∈ D.Wtedy

Tx × Ty =

(
−∂g
∂x
,−∂g

∂y
, 1

)
,
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zatem

A(S) =

∫∫
D

√
1 +

(
∂g

∂x

)2

+

(
∂g

∂y

)2

dx dy.

Przykªad 3.17. Obliczymy pole póªsfery o promieniu 1.

Mamy

z =
√

1− x2 − y2, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}.
Niech

DR = {(x, y) : x2 + y2 ≤ R2}, R < 1.

Wtedy
∂z

∂x
=

−x√
1− x2 − y2

,
∂z

∂y
=

−y√
1− x2 − y2

.

Zatem

1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

=
1

1− x2 − y2
.

Otrzymujemy

A(SR) =

∫∫
DR

dx dy√
1− x2 − y2

=

∫ 2π

0

∫ R

0

r dr dθ√
1− r2

zamiana zmiennych

= 2π
(
−
√

1− r2
) ∣∣∣r=R

r=0
= 2π

(
1−
√

1−R2
)
−→
R→1−

2π.

Zwró¢my uwag¦, »e w tym wypadku ‖Tx × Ty‖ → ∞, gdy x2 + y2 → 1, ale wci¡»
caªka niewªa±ciwa istnieje. Mo»na oczywi±cie zastosowa¢ inn¡ parametryzacj¦ tak jak
we wspóªrz¦dnych sferycznych. Wtedy nie b¦dzie caªki niewªa±ciwej, ale komplikacja
rachunków jest podobna.

3.4. Caªki powierzchniowe funkcji skalarnych (niezorientowane). Rozwa»amy
powierzchni¦ S sparametryzowan¡ za pomoc¡ funkcji
Φ : D → R3, Φ(D) = S,

Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).

Dla funkcji ci¡gªej f(x, y, z) okre±lonej na S de�niujemy caªk¦ wzorem∫∫
S

f(x, y, z) dS =

∫∫
D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ‖Tu × Tv‖ du dv.

Po rozpisaniu otrzymujemy wyra»enie∫∫
D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

√(
∂(y, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(z, x)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(x, y)

∂(u, v)

)2

du dv,
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przy czym

∂(f, g)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣
∂f
∂u

∂f
∂v

∂g
∂u

∂g
∂v

∣∣∣∣∣ .
Przypu±¢my, »e funkcja %(x, y, z) opisuje g¦sto±¢ masy powierzchni S w punkcie

(x, y, z). Chcemy obliczy¢ caªkowit¡ mas¦ powierzchni. Zaªó»my, »e D jest prostok¡-
tem. Dzielimy D na n2 mniejszych prostok¡tów Dij. Oznaczmy Sij = Φ(Dij). Symbol
A(Sij) oznacza pole powierzchni fragmentu Sij. Dla du»ych warto±ci n fragment Sij
jest "maªy". Uznajemy, »e g¦sto±¢ masy na Sij jest staªa i wynosi %(Φ(ui, vj)), gdzie
(ui, vj) ∈ Dij (np. (ui, vj) jest prawym górnym rogiem prostok¡ta Dij). Caªkowita
masa wynosi w przybli»eniu

n∑
ij,j=1

%(Φ(ui, vj))A(Sij) ≈
n∑

ij,j=1

%(Φ(ui, vj)) ‖Tu × Tv‖
∣∣∣
u=ui
v=vj

∆ui ∆vj

−→
∫∫

D

%(Φ(u, v)) ‖Tu × Tv‖ du dv

=

∫∫
D

%(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ‖Tu × Tv‖ du dv.

Przykªad 3.18. Rozwa»amy funkcj¦ f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + 1 i helikoid¦ S okre-

±lon¡ przez

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = θ, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1.

Wtedy ‖Tr × Tθ‖ =
√
r2 + 1. Zatem∫∫

S

√
x2 + y2 + 1 dS =

∫ 2π

0

∫ 1

0

√
r2 + 1

√
r2 + 1 dr dθ = 2π

(
1

3
+ 1

)
=

8π

3
.

Przykªad 3.19. Policzmy
∫∫

S
z2 dS, gdzie S jest sfer¡ jednostkow¡ x2 + y2 + z2 = 1.

Mo»na u»y¢ do oblicze« wspóªrz¦dnych sferycznych. Inaczej, zauwa»amy, »e∫∫
S

z2 dS =

∫∫
S

x2 dS =

∫∫
S

y2 dS.

Zatem ∫∫
S

z2 dS =
1

3

∫∫
S

(x2 + y2 + z2) dS =
1

3

∫∫
S

dS =
1

3
A(S) =

4π

3
.

Przypu±¢my, »e powierzchnia S jest wykresem funkcji z = g(x, y), (x, y) ∈ D.
Wtedy

(3.20)
∫∫

S

f(x, y, z) dS =

∫∫
D

f(x, y, g(x, y))

√
1 +

(
∂g

∂x

)2

+

(
∂g

∂y

)2

dx dy
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bo

Tx × Ty =

(
−∂g
∂x
,−∂g

∂y
, 1

)
,

a wektorem normalnym do powierzchni w punkcie (x, y, z) jest wektor jednostkowy

n =

(
− ∂g
∂x
,−∂g

∂y
, 1
)

√(
∂g
∂x

)2
+
(
∂g
∂y

)2

+ 1

.

Przykªad 3.21. Powierzchnia S jest okre±lona przez z = x2+y dla (x, y) z prostok¡ta
D opisanego przez warunki 0 ≤ x ≤ 1 i −1 ≤ y ≤ 1. Wtedy Tx × Ty = (−2x, 1, 1) i∫∫

S

x dS =

∫ 1

0

∫ 1

−1

x
√

4x2 + 2 dy dx = 2
√

2

∫ 1

0

x
√

2x2 + 1 dx

= 2
√

2
1

6
(2x2 + 1)3/2

∣∣∣1
0

=

√
2

3
[3
√

3− 1].

Przykªad 3.22. Obliczy¢
∫∫

S
x dS, gdzie S jest trójk¡tem o wierzchoªkach (1, 0, 0),

(0, 1, 0) i (0, 0, 1).

Równanie powierzchni to x+ y+ z = 1, czyli z = 1− x− y, dla (x, y) z trójk¡ta D
w pªaszczy¹nie (x, y) opisanego przez x, y ≥ 0 i x+ y ≤ 1. Mamy Tx × Ty = (1, 1, 1).
Zatem ∫∫

S

x dS =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

x
√

3 dy.

Inaczej: ∫∫
S

x dS =
1

3

∫∫
S

(x+ y + z)︸ ︷︷ ︸
1

dS =
1

3
A(S) =

1

3

√
3

4
(
√

2)2 =

√
3

6
.

3.5. Caªki powierzchniowe pól wektorowych (zorientowane).

De�nicja 3.23. Niech F (x, y, z) b¦dzie polem wektorowym okre±lonym na powierzchni
S = Φ(D), Φ : D → R3. Okre±lamy caªk¦ powierzchniow¡ zorientowan¡ wzorem∫∫

SΦ

F ◦ dS =

∫∫
D

F ◦ (Tu × Tv) du dv,

gdzie w caªce po prawej stronie F = F (Φ(u, v)).

Mo»emy powi¡za¢ t¦ caªk¦ z caªk¡ niezorientowan¡. Zaªó»my, »e Tu × Tv 6= 0.
Wtedy dla n = Tu×Tv

‖Tu×Tv‖ mamy∫∫
D

F ◦ (Tu × Tv) du dv =

∫∫
D

(F ◦ n) ‖Tu × Tv‖ du dv =

∫∫
S

(F ◦ n) dS.
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Otrzymujemy wi¦c ∫∫
SΦ

F ◦ dS =

∫∫
S

(F ◦ n) dS.

Zwrot wektora normalnego n zale»y od parametryzacji, nawet od kolejno±ci zmien-
nych u i v, bo Tu × Tv = −(Tv × Tu).

Przykªad 3.24. Niech S b¦dzie sfer¡ jednostkow¡ oraz F (x, y, z) = (x, y, z). Wyli-
czymy

∫∫
SΦ
F ◦ dS dla Φ danego przez wspóªrz¦dne sferyczne.

x = sinϕ cosψ,

y = sinϕ sinψ,

z = cosϕ.

Tϕ = (cosϕ cosψ, cosϕ sinψ,− sinϕ),

Tψ = (− sinϕ cosψ, sinϕ cosψ, 0),

zatem
Tϕ × Tψ = (sin2 ϕ cosψ, sin2 ϕ sinψ, cosϕ sinϕ) = sinϕ (x, y, z).

Wektor normalny to
n = (x, y, z).∫∫

SΦ

F ◦ dS =

∫∫
S

(n ◦ n) dS =

∫∫
S

dS = 4π.

Intuicyjnie (geometrycznie) w ka»dym punkcie powierzchni mamy dwa wektory nor-
malne n1 i n2, n2 = −n1. Zaªó»my, »e w ka»dym punkcie wybrali±my jeden wektor
normalny n tak, »e wybrane wektory wskazuj¡ jedn¡ stron¦ powierzchni. Mówimy,
»e mamy wybran¡ orientacj¦ powierzchni.
Dokªadniej, niech Φ : D → R3 b¦dzie parametryzacj¡ powierzchni S gªadk¡ w

ka»dym punkcie. Wektor Tu×Tv jest prostopadªy do powierzchni S w punkcie Φ(u, v).
Pole wektorowe

nΦ =
Tu × Tv
‖Tu × Tv‖

zadaje jej orientacj¦. Zaªó»my, »e mamy inn¡ parametryzacj¦ Φ1 : D1 → S gªadk¡ w
ka»dym punkcie oraz »e zbiory D,D1 s¡ spójne, to

nΦ = nΦ1 lub nΦ = −nΦ1 .

W pierwszym przypadku mówimy, »e parametryzacje s¡ zgodne, a w drugim prze-
ciwne.
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Niech S b¦dzie wykresem funkcji z = g(x, y). Orientacja jest wyznaczona przez

n =

(
− ∂g
∂x
,−∂g

∂y
, 1
)

√(
∂g
∂x

)2
+
(
∂g
∂y

)2

+ 1

lub n =

(
∂g
∂x
, ∂g
∂y
,−1

)
√(

∂g
∂x

)2
+
(
∂g
∂y

)2

+ 1

.

Mamy dwie klasy abstrakcji.

Twierdzenie 3.25. Niech S b¦dzie powierzchni¡ zorientowan¡, a Φ1 : D1 7→ S i
Φ2 : D2 7→ S dwiema parametryzacjami gªadkimi w ka»dym punkcie. Zaªó»my, »e
zbiory D1, D2 s¡ spójne, i Φ1 = Φ2 ◦ g, g : D1 7→ D2, detDg 6= 0 w ka»dym punkcie.
Wtedy ∫∫

SΦ1

F ◦ dS =

∫∫
SΦ2

F ◦ dS, gdy detDg > 0.

Je±li detDg < 0, to ∫∫
SΦ1

F ◦ dS = −
∫∫

SΦ2

F ◦ dS.

Je±li f(x, y, z) jest funkcj¡ ci¡gª¡ na S, to∫∫
SΦ1

f dS =

∫∫
SΦ2

f dS,

tzn. caªka niezorientowana nie zale»y od wyboru parametryzacji.

Uwaga 3.26. Nie pokazujemy tu przy jakich zaªo»eniach istnieje g klasy C1 takie,
»e detDg 6= 0.

Dowód. Rozwa»amy dwie parametryzacje powierzchni S

Φ1 : D1 → R3 oraz Φ2 : D2 → R3, dla D1, D2 ⊂ R2.

Dla ustalonego punktu (x, y, z) powierzchni mamy

(x, y, z) = Φ1(u, v) = Φ2(u′, v′)

dla jedynych (u, v) ∈ D1 oraz (u′, v′) ∈ D2. Uzyskujemy w ten sposób odwzorowanie
g : D1 → D2

(u′, v′) = g(u, v).

Zaªó»my, »e g jest klasy C1. Mamy

Φ1(u, v) = Φ2(u′, v′) = Φ2(g(u, v)).

Obliczamy macierz pochodnych obu stron.

DΦ1(u, v) = [Tu Tv] = DΦ2(g(u, v)︸ ︷︷ ︸
(u′,v′)

)Dg(u, v) = [Tu′ Tv′ ]Dg(u, v).

Lemat 3.27. a, b, c, d s¡ wektorami w R3 a M macierz¡ wymiaru 2 × 2. Je±li
[c d] = [a b]M, to c× d = detM · (a× b).
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Dowód lematu. Niech M =

[
α β
γ δ

]
. Wtedy

[
a b

] [α β
γ δ

]
=
[
αa+ γb βa+ δb

]
=
[
c d

]
.

c× d = (αa+ γb)× (βa+ δb) = αδ a× b+ γβ b× a
= (αδ − γβ) a× b = detM · (a× b).

�

Z lematu otrzymujemy

Tu × Tv = detDg(u, v)Tu′ × Tv′ , gdzie (u′, v′) = g(u, v)

czyli

Tu′ × Tv′ = (detDg(u, v))−1 Tu × Tv.

Wykonujemy obliczenia stosuj¡c w trakcie podstawienie (u′, v′) = g(u, v).∫∫
SΦ2

F ◦ dS =

∫∫
D2

F (Φ2(u′, v′)) ◦ (Tu′ × Tv′) du′ dv′ podstawienie

=

∫∫
D1

F (Φ2(g(u, v)) ◦ (Tu′ × Tv′) |detDg(u, v)| du dv.

Zaªó»my, »e detDg(u, v) > 0 dla (u, v) ∈ D1. Wtedy w wyniku otrzymujemy∫∫
D1

F (Φ1(u, v)) ◦ (Tu × Tv) du dv =

∫∫
SΦ1

F ◦ dS.

Je±li detDg(u, v) < 0 dla (u, v) ∈ D1, to w wyniku dostaniemy

−
∫∫

SΦ1

F ◦ dS.

Dalej w wyniku tego samego podstawienia mamy∫∫
SΦ2

f dS =

∫∫
D2

f(Φ2(u′, v′))‖Tu′ × Tv′‖ du′ dv′

=

∫∫
D1

f(Φ1(u, v)) ‖Tu′ × Tv′‖ | detDg(u, v)|︸ ︷︷ ︸
‖Tu×Tv‖

du dv =

∫∫
SΦ1

f dS.

�
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3.5.1. Interpretacja �zyczna caªki powierzchniowej zorientowanej. Zbadamy sumy Rie-
manna caªki ∫∫

S

F ◦ dS =

∫∫
D

F (Φ(u, v)) ◦ (Tu × Tv) du dv.

Niech R b¦dzie maªym prostok¡tem le»¡cym w D o bokach ∆u i ∆v równolegªych do
osi wspóªrz¦dnych. Lewy dolny róg prostok¡ta R oznaczymy przez (u, v). Obraz Φ(R)
prostok¡ta jest w przybli»eniu równolegªobokiem o bokach Tu∆u i Tv∆v. Rozwa»my
wielko±¢

F (Φ(u, v)) ◦ (Tu∆u× Tv∆v).

Ze wzoru
det(a, b, c) = a ◦ (b× c), dla a, b, c ∈ R3.

wynika, »e jest to plus minus obj¦to±¢ równolegªo±cianu rozpi¦tego przez wektory
F (Φ(u, v)), Tu∆u i Tv∆v. Zakªadamy, »e powierzchnia S jest zorientowana i parame-
tryzacja Φ jest zgodna z orientacj¡. Je±li wektor F jest skierowany w stron¦ dodatni¡
powierzchni, to otrzymujemy obj¦to±¢ równolegªo±cianu, a je±li w stron¦ ujemn¡, to
otrzymamy minus obj¦to±¢ równolegªo±cianu.
Niech F oznacza pr¦dko±¢ przepªywu jakiego± pªynu w punkcie (x, y, z) = Φ(u, v).

Wtedy F wskazuje kierunek przepªywu a liczba

|F (Φ(u, v)) ◦ (Tu∆u× Tv∆v)|
mierzy ilo±¢ pªynu jaki przepªyn¡ª przez fragment powierzchni Φ(R) w jednostce
czasu, poniewa» A(Φ(R)) ≈ ‖Tu∆u × Tv∆v‖. Zatem ilo±¢ pªynu jaka przepªynie
w jednostce czasu jest równa w przybli»eniu obj¦to±ci równolegªo±cianu rozpi¦tego
przez F (Φ(u, v)), Tu∆u i Tv∆v. Znak zale»y od tego, czy siªa F jest skierowana na
zewn¡trz czy do wewn¡trz powierzchni. Reasumuj¡c F ◦ (Tu × Tv) ∆u∆v jest pr¦d-
ko±ci¡ przepªywu na stron¦ zewn¦trzn¡ przez fragment powierzchni Φ(R). Podzielmy
obszar D na maªe prostok¡ty Rij. Wtedy

n∑
i,j=1

F ◦ (Tu × Tv)
∣∣∣
u=ui−1
v=vj−1

∆ui ∆vj

jest sumaryczn¡ pr¦dko±ci¡ przepªywu na zewn¡trz powierzchni S. Ostatecznie caªka∫∫
S

F ◦ dS

jest pr¦dko±ci¡ przepªywu na zewn¡trz powierzchni S.
Caªka powierzchniowa sªu»y do obliczania przepªywu ciepªa. Niech T (x, y, z) ozna-

cza temperatur¦ w punkcie (x, y, z). Rozwa»my pole wektorowe

F = −k∇T = −k
(
∂T

∂x
,
∂T

∂y
,
∂T

∂z

)
,

gdzie k jest staªym wspóªczynnikiem dodatnim, zale»nym od o±rodka. Wtedy caªka∫∫
S
F ◦ dS opisuje tempo przepªywu ciepªa na zewn¡trz powierzchni S.
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Przykªad 3.28. T (x, y, z) = x2 +y2 +z2, S = {(x, y, z) : x2 +y2 +z2 = 1}. Zaªó»my,
»e k = 1, czyli

F = −∇T = −2(x, y, z).

Wtedy F ◦ n = −2 oraz∫∫
S

F ◦ dS =

∫∫
S

(F ◦ n) dS = −8π.

Przypu±¢my, »e S jest wykresem funkcji z = g(x, y) dla (x, y) ∈ D. Stosujemy
parametryzacj¦

x := x, y := y, z = g(x, y).

Wtedy

Tx =

(
1, 0,

∂g

∂x

)
, Ty =

(
1, 0,

∂g

∂y

)
, Tx × Ty =

(
−∂g
∂x
,−∂g

∂y
, 1

)
.

Dla pola wektorowego F = (P,Q,R) w R3 otrzymujemy

(3.29)
∫∫

S

F ◦ dS =

∫∫
D

F ◦ (Tx × Ty) dx dy =

∫∫
D

[
−P ∂g

∂x
−Q ∂g

∂y
+R

]
dx dy,

przy czym funkcje P, Q i R s¡ obliczone w (x, y, g(x, y)).


