ANALIZA III1.2

1. CAEKI KRZYWOLINIOWE I WZOR GREENA

1.1. Calka krzywoliniowa niezorientowana. Rozwazamy funkcje f : R® — R.
Chcemy obliczy¢ calke z ciagtej funkeji f(z,vy, 2) wzdluz krzywej o : [a, b] R R3,
o(t) = (x(t),y(t), 2(t)), o klasy C'. Mozna mysle¢, ze obraz krzywej opisuje przewod,
a wielkos¢ f(x,y, z) reprezentuje gestos¢é masy przewodu w punkcie (x,y, z). Chcemy,
aby catka data w wyniku catkowita mase przewodu. Okreélamy catke wzorem

[ as= [ sy as —/ Fo®) o) dt
- / P (t), y(0), 2(O)T @ T g OF + (0P d.

Jesli o(t) jest kawatkami klasy C' lub f(o(t)) jest kawatkami ciggla, to rozbijamy
przedziat czasu na skonczong liczbe przedzialow, na ktorych mozna zastosowaé po-
wyzszy wzor. Przy zatozeniu, ze f = 1 powinniSmy otrzymaé¢ dltugosé krzywej:

(1.1) l(a):/ds ::/ ||a'(t)y|dt:/ VIR + ) + 202 dt.

Przyklad 1 2. Rozwazmy spirale o(t) = (cost,sint,t), 0 <t < 2m. Niech f(z,y,z) =
22 +y? + 2% Mamy o'(t) = (—sint, cost, 1). Wtedy |o’(t )|| \/_ Zatem

/U(x2+y2+22)ds:/2ﬁ(1+t2)\/§dt:\/5(2W+§W3).

0

Zastanowmy sie teraz dlaczego (1.1) daje dlugosé¢ krzywej. Podzielimy przedzial
czasu [a,b] punktami a = tg < t; < ... < t, = b. W ten sposoéb krzywa zostanie
podzielona na n fragmentéow. Zakladamy, ze dlugosé¢ fragmentu wynosi ||o(t;) —
o(t;i—1)||. Dlugosé krzywej wynosi w przyblizeniu

~ Z lo(t:) — o (ti)]]-

1
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Dalej z twierdzenia Lagrange’a mamy
fL’(tl) — J}(ti_l) = I'/(OéZ)AtZ
y(ti) —y(tion) = y'(Bi) At
gdzie t; 1 < oy, B;, 7 < t;. Catkowita dtugosé krzywej wynosi w przyblizeniu
> VAP F YR IR [ VP R
i=1
Sprawdzimy, ze r6znica pomiedzy powyzsza suma, a catky dazy do zera, gdy n — oo
i §rednica podzialu dazy do zera. Skorzystamy z nier6wnodci trojkata
Mol = llulll < flv —ul
dla wektorow v = (z'(w), ¥/ (5:), 2/ () 1 v = (2'(£),y/(£), 2'(1)), gdy timg < & < 1.
Wtedy dla danego € > 0 i dostatecznie drobnego podziatu
VY (B + (07 = VIO +y (0 + (07 At
< VIz'( OF + [y (8:) =y ()] + [/ () — 2/ ()]PAt: < V3eAt,.

Funkcje 2/(t), v/ (t) 1 z (t) sa jednostajnie ciagte. Mozemy zalozy¢, ze przedzial [a, D]
dzielimy na n rownych czesci tak, aby oscylacja kazdej z funkcji 2, 3/ i 2’ byla mniejsza
niz € > 0 na kazdym podprzedziale podziatu.

(Bi)2 + 2/( 2At—2/ V(1?2 4y ()2 + 2/(t)2 dt

BT 70A _/‘ NeTOESYIOE +z()2dt‘

(B:)? + 2/ () = Va'(t) )2+ 2(2)?

<Z/
<3 [ VTP W) v G0 - ZP

< i V3eAt; = V/3e(b— a)

Dokladamy gestosé. Przyjmujemy, ze gesto$¢ masy na danym fragmencie jest stata
i wynosi f(o(s;)), gdzie t;_; < s; < t;. Masa fragmentu wynosi w przyblizeniu

m; & f(o(si)) [lo(t:) — o(ti-1)]-
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Dalej z twierdzenia Lagrange’a mamy
x(t;) — x(tis) = o' (ou) Aty = 2 (s;) Aty
y(t:) — y(tio) = ¥/ (B) AL & ' (s:) Aty
2(ti) — 2(tim1) = 2/ () Aty = 2/ (si) At
gdzie t; 1 < oy, Bi, Vi, Si < t;. Ponadto
|7 () — 2'(s:)| < /3,y (o) = y'(s:)| < &/3,12" () — 2 (s4)] < /3,

gdy podzial jest dostatecznie drobny, co wynika 7 jednostajnej ciagltosci ' (t), v/ (t), 2/ (t).
Catkowita masa krzywej wynosi w przyblizeniu

Z Flo(s)) /2 (sq (5i)2 + 2'(s:)? At — f V7 (t) T (62 dt.

Sprawdzimy jeszcze, ze rdznica pomiedzy

Zf ) llo(ti) — otiy ||—Zf )2+ (B:)* + /()2 At;

i suma catkowa

Zf Sz \/5r 51 +y( ) +Z(z‘)2Atz’

dazy do zera, gdy n — oo. Rdéznica miedzy sumami co do wartosci bezwglednej nie
przekracza

Z!f(U(Sz))\ ‘\/x’(ai)”y’( i) + — V(s (5:)% 4 2'(s0)?| Ay

< Z |f(o ()] V]2 (i) — 2/(5:)]2 + [y (B:) — v/ (5:)]2 + [2/ () — 2/(s)]2At.

Funkcja f jest ograniczona na krzywej, np. |f(o(t))| < M. Funkcje 2/(¢t), v/ (t) 1 2/(t)
sa jednostajnie ciggte. Jak poprzednio, przedzial [a,b] dzielimy na n rownych czesci
tak, aby oscylacja kazdej z funkcji 2/, 3/ i 2’ byla mniejsza niz ¢ > 0 na kazdym
podprzedziale podziatu. Wtedy ostatnie wyrazenie jest mniejsze niz

Z MV3<2 At; = M (b — a)V/3e.
=1

Jesli rozwaiamy funkch f(x,y) dwu zmiennych i krzywa o : [a, b] — R?,
to o(t) = (z(t),y(t)) oraz

/f:cyds—/f Do’ (8)] dt = /f NGO
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Jesli f(xz,y) > 0, to calke mozna interpretowaé np. jako pole powierzchni plotu,
ktorego podstawa jest krzywa o a wysoko$¢é w punkcie (z,y) wynosi f(x,y).
Przyktad 1.3. Ciocia Tomka Sawyera kazata wybiatkowaé plot z obu stron. Za kazdy
metr kwadratowy Tomek otrzymugje 2 $. Plot opisany jest przez

)

o(t) = (30cos’t,30sin’t), 0<t<m flo,y) =1+ 3

Mamy
o'(t) = 30(—3cos® tsint,3sin*tcost), |[o’(t)|| = 90sint|cost|.

Powierzchnia ptotu wynosi

& 3
90/ (14 10sin®¢) sint| cost| dt = 180/ (14 10sin®¢) sint cost dt
0 0

us
2

1.5 .5 5
180 §smt—|—251nt :180-52450.

o

Zarobek Tomka wyniesie zatem 450 -2 -2 = 1800 .

1.2. Calka krzywoliniowa zorientowana. Niech F(z,y, z) bedzie polem sit w R3
(np. sit grawitacyjnych lub elektrycznych). Tzn. F = (Fy, Fy, F3). Zalozmy, ze obiekt
porusza si¢ pod dzialaniem pola sit F' wzdtuz krzywej o : [a,b] — R3. Przyjmijmy,
ze o jest linig prosta i obiekt zostatl przesuniety o wektor d. Zal6zmy tez, ze pole
sit jest stale, tzn. F(z,y, z) nie zalezy od (z,y, z). Wykonana praca wynosi wtedy
| Ea|llld]], gdzie Fy oznacza sktadowa silty F' rownolegla do przesuniecia d. Wtedy
Fy=(Fo d)W. Niech « oznacza kat pomiedzy F i d. Wtedy || Fy|| = ||F|| cosa i
praca wynosi
[EalH[dll = |1 (|l cos o = F o d.

Ogolnie, gdy o nie jest linig prosta oraz F(x,y,z) nie jest stalym polem sit, to
dzielimy przedzial [a,b] na n rownych czesci. Przyjmujemy, ze fragment od o(t;_1)
do o(t;) jest odcinkiem i, ze sita F' jest stala na tym odcinku i wynosi F(o(s;)), gdzie
tio1 <s; <t;. Wykonana praca wynosi wtedy

W= Z F(o(si)) o lo(ti) — o(ti-1)]-
Dalej
o(t;) —o(ti-1) = (x(t:) — x(ti-1), y(ti) — y(ti-a), 2(t:) — 2(ti-1))

= (2(), ¥ (B), 2'(7:)) Aty = (2'(5:), 9/ (5:), 2 (s3)) Aty = o' (s:) At

gdzie t;_1 < oy, Bi, Vi, si < t;. Przyblizenie, jak poprzednio, wynika z tego, ze 2'(t), v/ (t), 2/ (t)
sa jednostajnie ciagle. Mamy

||O'(tz) — O'(ti_l) — O',(Sz)AtZH < €Atl
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Zatem
b

W~ ZF Joo'(s)At; — [ Flo(t) o o'(t) dt.

W = / F(o(t)) o o'(t) dt.

Te wielko$¢ nazywamy catka krzywoliniowa zorientowang. Stosuje sie tez inne ozna-

czenie na te catke
W = /Fo ds.

Praca jest rowna calce z iloczynu skalarnego sily i wektora stycznego do krzywej,
czyli wektora predkosci. Zatozmy, ze o'(t) # 0 dla a <t < b. Wtedy

s
0= Tor

jest jednostkowym wektorem stycznym. Zatem

Przyjmujemy wiec

(1.4) /Fo dsz/ F(a(t))oo'(t)dt
:/ Fo(t)) o T(1) Ho’(t)||dt:/(FoT)ds.

Catka zorientowana jest zatem rowna calce niezorientowanej z iloczynu skalarnego
sity F' z jednostkowym wektorem stycznym do o.

Przyktad 1.5. o(t) = (sint,cost,t) 0 < t < m, oraz F(x,y,2z) = (x,y,z). Wiedy
o'(t) = (cost, —sint, 1) oraz

/Fod:s:/ (sint,cost,t)o(cost,—sint,l)dt:/ tdt = —
o 0 0

Uzywamy tez innych oznaczen na catke zorientowana. Jesli F' = (Fy, Fy, F3) oraz

o(t) = (z(t),y(t), 2(1)), to
/ Flo() o o' (t) dt
:/ [Fi(z(t),y(t), 2(1) 2'(t) + Fa(x(t),y(t), 2(1) y' (t) + F(2(t),y(t), 2(t)) 2'(¢)] dt

:/Fldl'—f—FQdy—f—ngZ,

g
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gdzie [ Fydx = ff Fy(z(t),y(t), z(t)) 2'(t) dt i analogicznie mamy réwno$é pozosta-

tych wyrazow. W niektorych przypadkach catke zorientowang mozna obliczyé bez
odwolywania sie do definicji. Dotyczy to tzw. poél gradientowych.

Twierdzenie 1.6. Jesli F(x,y,2) = Vf(x,y,2) dla funkcji f(z,y,2) klasy C*, to

/ Fods = f(o(b) — f(o(a)),
gdzie o : [a,b] — R3.
Dowad.

/Fods:/ F(a(t))oa’(t)dt:/ Y f(o (1)) 0 o' (1) dt
b
= [ GOt = F(o0) - fola).

O
Przyktad 1.7. Chcemy policzyé [ ydx + xdy, gdzie o(t) = (%,Sin?’ %) , dla 0 <
t <1. Mamy F = (y,z). Wtedy Vf =F dla f(z,y) = zy. Zatem
(1
d dy = =-.
/Jy T+ zay xy(ovo) 1

Co by byto gdybysmy probowli liczyé z definicji?
1
[vde+ady.= [ io),s0) o '(e) d
o 0
1
| ottt + or(oyoe) e
0

co robi sie dosé skomplikowane.

Uwaga 1.8. Nie kazde pole wektorowe jest gradientem jakiejs funkcyi. Zatozmy, ze

F=(F,FF)=Vf= <%7Z_§7 %) ,
gdzie f jest klasy C*. Wtedy
*f  0*f o*f  O*f *f  0°f
Oyoxr  Oxdy’  020x 0xdz’ 9z0y Oydz

Czyli
oFy 0F, 0F, O0F; O0Fy, O0F;3

oy ox ' 0z ox’ 0z oy

Jest to warunek konieczny na to by pole bylo gradientowe.
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Przyktlady.
OF, 0F> —

(a) F(z,y,2) = (2° + yz,x +y,2). Mamy Gl = 2, G2
(b) F(z,y,2) = (yz, zz,zy). Wtedy F = V(zyz).
(¢c) F=—-M"(z,y,2). Dla V(z,y, 2) = 4™ mamy F = VV. Istotnie

3

0
8_(12 +y2 + Z2)—1/2 — —(1‘2 + y2 + 22)_3/21’
X

VV = —-GMm(z,v, Z)($2 +y? + 22)_3/2 = —-GMm(z,y, z)r_3 =F
(d) F=(0,0,—mg). Dla V = —mgz mamy F' = VV.

Zakladalismy, ze o : [a,b] — R? jest roznowartosciowe, ale w dotychczasowych roz-
wazaniach nie miato to znaczenia - wszystkie wielkoSci mozna byto zdefiniowaé tak
samo. Teraz zaczniemy identyfikowaé¢ krzywe, ktore maja ten sam obraz i réznowar-
tosciowo$¢ o zaczyna byé wazna.

Definicja 1.9. Krzywa o : [a,b] — R? jest kawatkami C' jesli istniejqg punkty
a=ty<t; <..<t,=0>btakie, ze o : (t;_1,t;) — R> jest klasy C*.

Definicja 1.10. C' nazywamy krzywq Jordana (simple curve) jesli C jest obrazem
odwzorowania o : [a,b] — R? takiego, ze o jest kawalkami klasy C' oraz o jest
réznowartosciowe. Tzn. C' nie ma samoprzecieé. Punkty o(a) i o(b) nazywamy
koricami krzywej C. Kazda krzywa Jordana ma dwie orientacje. Krzywq Jordana z
wybrang orientacjg nazywamy zorientowang krzywq Jordana.

Definicja 1.11. Zamknietq krzywq Jordana nazywamy obraz przez odwzorowanie
o : la,b] — R3 kawatkami klasy C', gdzie o jest réznowartosciowe na [a,b) oraz
o(a) = o(b).

Zanim wyjasnimy starannie, co to jest orientacja rozwazmy przktady.

Przyklad 1.12. C = {22 + y*> = 1, 2 = 0} jest okregiem obieganym przeciwnie do
wskazdwek zegara (analogowego). Cheemy obliczyé [ (y,0,0) ods = [,y dx.

Parametryzujemy C' (zgodnie z orientacja)

o(t) = (cost,sint,0), 0<t < 2.

2
/ydx :/ sint(—sint) dt = —.
c 0

W tym momencie C jest obrazem krzywej, a o jej parametryzacja. Trzeba uwazaé,
aby parametryzacja o byla r6znowartosciowa i zgodna z orientacja krzywej C. Np.
parametryzacja

Wtedy

n(t) = (cos2t,sin2t,0) 0 <t < 2m,
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nie jest roznowartosciowa. Okrag C' jest obiegany dwukrotnie. Wtedy

27
/yda::/ sin 2t(—2sin 2t) dt
C 0
2T 4
=— 2/ sin? 2t dt = —/ sin udu = —2r.
0 0

Nie bardzo jest wiec sens pisac fc y dz jesli nie ograniczymy klasy parametryzacji. Z
kolei
n(t) = (sint,cost,0) 0 <t <2,

jest parametryzacja niezgodna z orientacja okregu C. Wtedy

2m
/ydx—/ costcostdt = .
c 0

Jesli wigc chcemy uzywaé symbolu |, o to musimy by¢ bardziej precyzyjni.

Przyklad 1.13. Zalézmy, ze o : [—a,a] — R3. Niech y(t) = o(—t). Wtedy
v(—=a) = o(a) i v(a) = o(—a), a obrazy obu odwzorowarn sq takie same. Krzywa
przebiegana jest w przeciwnym kierunku. Czyli v 1 0 majg przeciwne orientacje.

Definicja 1.14. Niech o : [a,b] — R? i v : [c,d] — R3? bedq krzywymi (réznowar-
tosciowe, C*) takimi, ze o([a,b]) = Y([c,d]) = C. Jesli o(a) = v(c) i o(b) = ~(d)
to mowimy, ze o i v majg te samgq orientacje. Jesli o(a) = y(d) i o(b) = y(c) to
mowimy, Ze o 17y majq przeciwng orientacje.

Przyklad 1.15. Niech o : [a,b] — R? bedzie krzywq, a vy : [a,b] — R® i y(t) =
ola+b—t). Wtedy o i~ majg przeciwne orientacje.

Okazuje sie, ze definicja 1.14 nie jest jeszcze do$é¢ precyzyjna. Naturalne jest py-
tanie czy jesli o i v maja te sama orientacje to catki po nich sg te same. Prawdziwe
jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.16. Niech o : [a,b] — R3 i v : [¢,d] — R? bedg krzywymi klasy C!
takimi, ze o(a,b) = v(c,d) = C oraz o na (a,b) i v na (¢,d) sq rézZnowartosciowe.
Niech o'(t) # 0 dla kazdego t € (a,b). Wtedy

p=ctovy:(c,d) > (a,b)
jest klasy C1.

Uwaga 1.17. Twierdzenie nie jest trywialne, bo nie wiemy, co miatoby znaczyé, ze
o~ jest C'. Nie dowodzimy tego, lecz dowodzimy, ze cate ztozenie razem jest C*.
Do dowodu uzywa sie twierdzenia o funkcji odwrotnej dla odpowiednio zdefiniowanego
odwzorowania z R? wR3. Prosze zauwazyé, ze ograniczenie sie do odcinkéw otwartych
sprawia, ze Twierdzenie 1.16 ma sens tez dla krzywych zamknietych. Nie rozréozniamy
czy krzywa jest zamknieta czy nie.
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Dowdd. Niech ty € (a,b),0'(tg) # 0. Wtedy istnieje € > 0 takie, ze o’(t) # 0 dla
t € (ty — e,tp + €). Rozwazmy odwzorowanie
h:(to—eto+e) x R*— R?

dane wzorem
h(t,xe,x3) = o(t) + (0, 29, x3).

Wtedy
ai(t) 00
Dh(t, T2, LL’3) = O'é(t) 10 det Dh(tg, 0, 0) # 0.
oi(t) 0 1
Skorzystamy teraz z twierdzenia o funkcji odwrotnej. Istniejg 0 < e; < € i zbiory

otwarte (0,0) € V C R?, h(to, 0, O)O— o(tg) € U C R? takie, ze
h:(to—ei,to+e1) x ViU
jest wzajemnie jednoznaczne i odwrotne h=! jest klasy C*! na U. Zauwazmy, ze dla
t € (tg—er,to+e1)
h(t,0,0) =o(t)
h~' (o (t)) =h~"(h(t,0,0)) = (£,0,0)
Niech m(x1, xe, 3) = 1 bedzie rzutem na pierwsza wspotrzedna. Wtedy
Toh Yo(t) =t
czyli ™o h™! ograniczone do o(ty — €1,ty + £1) zadaje nam odwrotne do o. Ponadto
7o h™!jest C! na U, bo jest ztozeniem dwoch funkeji klasy C*.

Niech sy € (¢, d) bedzie takie, ze vy(sg) = o(ty). Wtedy jesli s € (sg — €2, S0 + £2)
(dla dostatecznie malego e5), to v(s) € o((tg — €1,to + £1)) czyli z jednej strony

o7 (v(s)) = o kT (v(s)),

a z drugiej mo h™ oy jest C1. Stad o' o~ jest C* na (sy — 3,50 +3). Ale o7t oy

jest dobrze okreslone na (c,d) i C' na otoczeniu kazdego punktu sy € (¢, d) wigc jest

klasy C*.

Zwroémy uwage, ze konstrukcja h stuzy nam tylko do pokazania klasy C*!,

o071 o~y jest okreslone niezaleznie od tego. h~' jakby “wyprostowuje” nam krzywa

o(t) w otoczeniu punktu o(ty). Zadaje nam nowe wspoélrzedne, w ktorych fragment

krzywej jest zbiorem (t,0,0), t € (to — e1,to + €1). Zeby pokazaé, ze odwzorowanie

okreslone na krzywej jest regularne, musimy zbudowac¢ takowe na otoczeniu krzywej.
O

Whniosek 1.18. Przy zatozeniach jok w Twierdzeniu 1.16

y=0o0p,
gdzie p jest C' Scisle monotoniczne i p'(s) > 0 dla kazdego s lub p'(s) < 0 dla kazdego
s.
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Dowdd. Istotnie skoro p jest réznowartosciowe, to nie moze zajsé¢ jednoczesnie p’(s;) >
01 p'(s2) <0 w pewnych punktach s; # so. O

Definicja 1.19. Przy zatozeniach Twierdzenia 1.16 jesli p'(s) > 0 to méwimy, zZe o
i v majq te samgq orientacje. Jesli p'(s) < 0 to mowimy, Ze o i v majg przeciwng
orientacye.

Uwaga 1.20. Rola 0 1 v w Twierdzeniu 1.16, Wniosku 1.18 @ Definicji 1.19 jest
symetryczna. Dotyczqg wiec one sytuacyi, gdy cho¢ jedna z parametryzacji ma wektor
stycany nie znikajgey w zZadnym punkcie lub, ogdlniej, znikajgcy czy niezdefiniowany
w skoriczonej ilosci punktow. Wiedy mozemy krzywq rozbi¢ na kawatks.

Twierdzenie 1.21. Niech 0 [a b — R3 i v :[c,d] — R? bedg krzywymi takimi jak
w Twierdzeniu 1.16. Jesli o v(c) i a(b) = ~(d) to

/fds—/fds /FOdSI/FOdS.
/fds—/fds /Fods:—/Fods.

Dla zorientowanej krzywej Jordana C' symbolem C'~ oznaczymy te sama krzywa,
ale z przeciwna orientacja. Wtedy

/ Fods:—/Fods,
- (&

o ile mamy odpowiednie zatozenie o nieznikaniu wektoréow stycznych cho¢ dla jednej
parametryzacji.

Jesli C' jest zlozona z fragmentow C,Cs, ..., C,, to parametryzujemy kazdy frag-
ment osobno. Obliczamy

/Fods-/ Fods—l—...—l—/ F ods.
c o)) Chn

Tak mozemy zrobi¢ np. gdy C nie jest C1, a C4, ..., C, takie sa.

Jesli o(a) = ~y(d) i

Przyktad 1.22. C jest brzegiem kwadratu jednostkowego w pierwszej cwiartce uktadu
wspdtrzednych zorientowanego przeciwnie do wskazdwek zegara (dodatnio). Tzn. na-
lezy mysleé, ze kazdy jego bok jest zorientowany przeciwnie do wskazowek zegara.
Kolejne boki kwadratu parametryzujemy przedziatem [0, 1] nastepujgco

— (t,0), t—(1,t), t— (1—1t1), t~— (0,1—1).

1 1 1
1
/$2dx+:z:ydy:/ t2dt—|—/ tdt—l—/ (1—t)*(—1)dt = =.
c 0 0 0 2

Wtedy
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Zauwazmy, ze przy tej parametryzacii [ dx po pionowych odcinkach jest zero czyli

/C:c2d:c:/01t2dt—|—/01(1—t)2(—1)dt.

Natomiast [ dy jest zero po poziomych odcinkach czyli

/:Eydy—/ tdt—l—/ (1 —1t)(—1)dt.

1.3. Wzdér Greena. Twierdzenie podaje zwiazek pomiedzy caltky krzywoliniowa zo-
rientowang, wzdtuz krzywej zamknietej C' w R? a calkyg podwojng po obszarze D
ograniczonym przez te krzywa.

Definicja 1.23. Obszar D nazywamy elementarnym typu I jesl
D={(z,y) s a<z<b pi(r) <y < pa(2)},

gdzie p1 1 Yo sq funkcjami ciggtymi. D nazywamy elementarnym typu I1 jesl
D={(z,y) : c<y<d, ¢y <z <Pa(y)}.

D nazywamy obszarem elementarnym, jesli jest jednocze$nie elementarny typu I 1
lypu I1.

Brzeg kazdego obszaru orientujemy przeciwnie do wskazowek zegara (analogowego).
Dla obszaru I rodzaju przy dodatkowym zalozeniu, ze ¢, ©2 sg klasy C*, znaczy to,
ze sktada sie on z krzywych Cy, Cs, C5, Cy o parametryzacji:

hd Cl O-l(t) ( gpl(t))v te [CL,bL

e Oy oy(t) = (1), t € [p1(b), p2(b)]
o (4 o3(t) = (a+b—t,<p2(a+b—t)) t € a,b

e Oy ou(t) = (a,p1(a) +p2(a) — 1),  tE€pila),p2(a)]

Dla obszaru II rodzaju przy dodatkowym zalozeniu, ze 1y, 1, sa klasy C', znaczy to,
ze sktada sie on z krzywych C, Cs, C5, Cy o parametryzacji:

o () o1(t) = (a(t), 1), t € e, d],

e Oy 0y(t) = (Y1(d) +4po(d) —t.d),  t € [¢i(d), ¢a(d)]
o (4 o3(t) = (Y1(c+d—t),c+d—t), t € e, d]

e Oy au(t) = (t0), t € [Y(c), tha(c)]

Lemat 1.24. Niech P(xz,y) bedzie funkcjq klasy C' na obszarze D typu I. Zaldzmy,
ze ©1, 0o sa klasy C*. Wtedy

/de_ // dz dy,

gdzie C' jest brzegiem obszaru D.
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Uwaga 1.25. fc P dz nalezy rozumieé jako

/Fods:/de,
c c

gdzie pole wektorowe F w R3 ma postaé F = (P,0,0).

Dowdd. Brzeg obszaru D sktada sie dwu odcinkéw pionowych odpowiadajacych x = a
i x = boraz z dwu fragmentéw wykresu C i C5 dla funkcji ¢; i 2. Na odcinkach
pionowych mamy dx = 0. Zatem

/de:/ Pd$+/ Pdx.
C 4 C3

/01 Pdy = /abp(ta @1(t))or,(t) dt = /abp(t,sol(t))dt

gdzie 04 (t) = (01.1(t), 012(t)) oraz

Ponadto

b b
/de:/ P(a+b—t,¢2(a+b—t))ag7l(t)dt:—/ Platb—t, opa+b—1)dt
Cs a a

= /ba P(u, ps(u)) du = — /abP(u, 0o(u)) du.

gdzie 01(t) = (031(t),032(t)) iu=a+b—t. Wiec

w2(w) b
//—dxdy—// anydx—/ P(z,y)
ay p1(z) a

_ / P2, pa(a)) d / e, 1 () dr - calki Riemanna

y=ep2 ()
dx
y=ep1(x)

= _/ P(z,y) dx—/ P(z,y)dx = —/ Pdx. calki zorientowane
Cs C1h C

O
Zamieniajac rolami P i () oraz x i y otrzymamy

Lemat 1.26. Niech Q(x,y) bedzie funkcjq klasy C na obszarze D typu 1. Zatézmy,
ze 1,1y sq klasy Ct. Wtedy

/Qd / —dxdy,

gdzie C' jest brzegiem obszaru D.
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Dowadd. Brzeg obszaru D sktada sie dwu odcinkéw poziomych odpowiadajacych y = ¢
iy = d oraz z dwu fragmentow wykresu C i C3 dla funkcji ¥, i ¥9. Na odcinkach
poziomych mamy dy = 0. Zatem

dy

//_dxd //T _dwy_/ch(x’y)x:wl(y)

d
:/ Q(?/JQ(y)»y)d?/—/ Q(1(y),y)dy calki Riemanna

x=12(y)

Q(z,y)dy + Qz,y)dy = / Qdy. calki zorientowane
Cy C3 C

bo, jak poprzednio,

/Qdy—/wz )0 o(0) dt = /cm f)di
oraz

d d
/Qdy:/ Q(q/}l(c+d—t),c+d—t)aéyg(t)dt:—/ Qi(c+d—t),c+d—t)dt
C3 c c

=/dc@<w1<u>,u> du:—/cdczwl(u) u) du

gdzie u =c+d —t. 0

Definicja 1.27. Jesli D jest obszarem elementarnym, a C jego brzegiem, to parame-
tryzacja C nazywa sie dodatniq jesli ma te samq orientacje, co obie parametryzacje
z lematow 1.24 1 1.26.

Lematy daja w wyniku

Twierdzenie 1.28 (wzor Greena). Niech D bedzie obszarem elementarnym z brze-
giem C zorientowanym dodatnio. Niech P(x,y) i Q(x,y) bedq funkcjami klasy C!
okreslonymi na D. Wtedy

Py de+ Q. dy= [ (29 =22 gray.
/C //D Jor Oy

Uwaga 1.29. Parametryzacja krzywej C' musi mieé¢ te samq orientacje, co obie pa-
rametryzacje z poprzednich lematow. To rozumiemy przez "brzeg zorientowany do-
datnio". Zwréémy uwage, ze kazda z tych parametryzacji ma wtasnosé o' (t) # 0 poza
czterema punktami, w ktorych o' nie jest okreslona. W Swietle naszych poprzednich
rowazan, orientacja brzegu jest dobrze okreslona.

Niech o(t) bedzie parametryzacja brzegu obszaru, o'(t) = (o} (t),o5(t)). Wektor
ne(t) = (ob(t), —oy(t)) jest prostopadly do o’(t). Nazywamy go wektorem normal-
nym. n,(t) powstal z obrotu o’(t) o —7/2 czyli przemnozenia o’(t) traktowanego jako
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liczba zepolona przez —i. Celowo wybieram (o4(t), —o7(t)), a nie wektor do niego
przeciwny. W przypadku lematow 1.24 i 1.26 jest on skierowany na zewnatrz tzn.
o(t) + ny(t) # D. Parametryzacja o brzegu obszaru elementarnego jest dodatnia
wtedy i tylko wtedy, gdy o(t) +en,(t) ¢ D dla0 < € < gy i pewnego &q co rysunkowo
oznacza, ze obiegamy brzeg przeciwnie do wskazowek zegara lub inaczej obszar jest
z lewej strony. Jesli D = {x: F(z) <0}, 0D ={z: F(x) =0}, D° ={x: F(z) > 0}
to parametryzacja brzegu jest dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy F'(o(t)+en,(t)) > 0
dla 0 < e < ¢.

Uwaga 1.30. Wzor Greena jest prawdziwy dla obszaréw, ktore mozna podzieli¢ na
kilka obszarow elementarnych. Przypusémy, ze D = Dy U Dy oraz wnetrza obszardw
D1 i Dy sq roztgezne. Niech Cy oznacza cze$é wspdlng brzegow obszaréw 0Dy i ODs.
Wiedy

//D(aa_g_g_];) d“"dy://Dl (g—f—%) dwdy+//[)2(%—g—];) da dy

:/ de—i—Qdy—f—/ PdI+Qdy:/ Pdxr + Qdy,
0D 0Do

oD

bo catki wzdluz Cy zniosq sie.

Uwaga 1.31. Przypusémy, ze funkcja P zeruje sie na brzequ obszaru D, ale %—]; nie
jest zerowa w D. Otrzymamy

oP
—dxdy:—/ P(x,y)dx = 0.
//D dy aD (@)

Np. niech D = {(x,y) : 2> +y*> <1} i P(z,y) =1— 2% — y*

Twierdzenie 1.32. Niech D bedzie obszarem, dla ktorego mozna zastosowaé wzor
Greena. Wtedy

A(D):%/@D(xdy—ydx):/andy:—/aDydx.

Dowdd. Przyjmijmy P(z,y) = —y oraz Q(z,y) = x. Mamy

9Q _or _,
or Oy

/aD(;cdy—ydx) - //D 2dx dy = 2 A(D).

Przyktad 1.33. Hipocykloida jest okreslona rownaniem

Zatem

x2/3—|—y2/3:a2/3, a > 0.
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Chcemy obliczyé pole obszaru ograniczonego przez te krzywq. Zastosujemy parame-
tryzacje

331/3:@1/30080, y1/3:a1/351n0, 0<6<2r.

Wtedy
r=acos’h, y=asin®6.
Dalej

1 2 2T
A(D) = 5/8D(xdy —ydr) = %/0 [3 cos® @ sin® 6 cos 0 + 3sin® 0 cos® O sin 6] db

2 2m 2 2m 2 2m
= 34 sin? 6 cos® 0 dh = Si/ sin? 26 df = Si/ [sin? 20+-cos® 260] df) = 3—7Ta2.
2 Jo 8 Jo 16 J, 8
Latwiej tu zastosowaé A(D) = 35 [, (xdy —ydz) niz [, xdy.

2. TENSORY I FORMY

Jedli V jest przestrzenia wektorowa nad R (myélimy, ze V = RY), to k- krotny
iloczyn kartezjanski V x V x ... x V oznaczamy V*. Funkcja T : V¥ = R nazywa sie
k-liniowa (inaczej jest k-tensorem) jesli dla kazdego 1 < i < k mamy

T(v1, ey v + V), ovg) =T (01, oy 04, o 0g) + T(01, oy VL 0)
T(vi, ..., av;, ..v) =aT (v, ..., 5, . 0%),  a € R.
Zbior wszystkich k -tensoréw oznaczamy T*(V). T#(V) staje sie przestrzenig liniowa,
jesli dla S, T € T*(V), a € R okreslimy
(S + T)(Ub e Uk) ::S(Ula ) Uk) + T(Ulv X3 Uk)
(aS)(v1, ...y vg) :=a - S(vq, ..., V).
Okazuje sie, ze tensory mozna mnozy¢ tylko, ze wtedy zmieniamy przestrzenie. Do-
ktadniej, niech S € T*(V), T € T7(V). Wtedy iloczyn tensorowy S ®@ T € Tk (V)
definiujmy wzorem
(S QTN (U1, ey Vky Vg1 oo Upprj) 2= S (V15 oo, V) T(Vkt1, oovy Vkij)-

Zwroémy uwage na to, ze mnozenie tensoréw jest nieprzemienne. Zachodza nastepu-
jace wilasnosci:

(S14+9)@T=8T+S,xT

SRQM+T)=ST1+S®T
(aS)@T=5S® (T)=a(S®T)

(SRT)QU =8 (T®U)

Mozemy wiec pisa¢ S @ T @ U.
Zauwazmy tez, ze nie kazdy tensor z 7™ (V') jest postaci S ® T dla pewnych j, k
takich, ze 7 + k = m.
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Niech V* bedzie przestrzenia dualnado Vtzn. V* = {p: V = R: ¢ jest liniowe nad R}.
Czasem mowi sie, ze V™ jest przestrzenia funkcjonaléw na przestrzeni V. Jesliey, ..., eq4
jest baza V', to ¢1, ..., ¢4 jest baza dualng jesli

wile;) = bij,
gdzie, jak zwykle, §;; = 1,0,; = 0 dlai # j. Baza dualna jest oczywiscie jednoznacznie
okre§lona, gdy dana jest baza ey, ...,eq. Zauwazmy, ze T (V) = V* oraz dla ciagéw
7;172.27 "'7/[:k’7 j17j27 ’jk?

©Yiq R...&Q gpik(ejl, ceny ejk) = 5i1j1 et 5%]1@

Twierdzenie 2.1. Niech ey, ...,eq bedzie bazq V', a @1, ..., pq jej bazq dualng. Wtedy
zbior wszystkich k krotnych iloczynow tensorowych

9011®®90lk7 1§217,Zk§d,
jest bazq TH(V).

Uwaga 2.2. Jest to Twierdzenie 4.1 w Spivak “Analiza na rozmaitosciach” i tam tez
jest dowad.

Potrzebna bedzie nam takze nastepujaca konstrukcja. Jesli f : V +— W jest
odwzorowaniem liniowym, to odwzorowanie liniowe f* : T*(W) — T*(V) definiuje
sie jako

(f*T)(v1, ..oy vi) =T (f(v1), ..., (Vg)).

Sprawdzamy, ze (f*T) jest k-tensorem, f* jest liniowe na 7*(V) i
ff(SeT)=fSe f'T.

Tensor w nazywamy alternujacym jesli dla kazdych i, j
W(V1, ey Uiy vey Uy ey U ) = =W (U1, oey Uy ooy Uy oy V)
Wtedy dla kazdej permutacji o
W(Ve(1)s -y Voy) = (580 0) w(v1, ..., Vk).
Przestrzeri liniowa tensoréow alternujacych bedziemy oznaczali QF(V). Zauwazmy, ze
jesli w jest alternujacy, to na przyktad w(v,v,vs,...,v;) = 0.
Definiujemy odwzorowanie z T*(V) w QF(V) wzorem
A(T) (v, ..oy vg) = % Z sgno - T(Vo(1); - Vo (k)
oESk

gdzie S jest grupa permutacji zbioru k£ elementowego.

Twierdzenie 2.3. Alt jest liniowe. Jesli T € T*(V), to Alt(T) € QFNV). Jesli
we QNV), to All(w) = w. Jesli T € TF(V), to Alt(AlY(T)) = Al(T).
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Dowdd. Niech 7 bedzie transpozycja zamieniajaca i z j. Dla o € Sy niech ¢’ = o o7.
Wtedy

1
AT ) (01, .oy Vg ooy Uy ) = o Z SN0 - T (Vo(1)s -3 Vo (j)s -3 Vo(i)s -5 Vor(k))

' og€EeSy,

1
= y Z sgnao - T(Ua-/(l)’ ...,'Uol(i), ...,'Uol(j)7 "'7”0’(1{:))

" o€es),

1
= y Z —SgHOJ : T(Ugl(l), ceey Uo”(k))

T o'eSy

= —Alt(T)(v1, ..., Viy ooy V), . 0g)

Jesli w € QF(V), to w(vr(1), - Ur(r)) = sEUT - w(V1, ..., ) = —w(v1, ..., v;). Poniewaz
kazda permutacja jest zlozeniem transpozycji, w(vya), ..., Vor)) = sg00 - W(v1, ..., Vk)
dla wszystkich o € S,. Mamy wiec

1
Alt(w)(vy, ..., vg) =7 Z sgno - W(Vo(1), - Vo(k))

€Sk

1
:E Z Sgho - sgnao - W(/Ul, "'7Uk) = W(Ul, ...,Uk).

’ €Sk

Stad Alt o Alt = Alt. O

Zauwazmy, ze

1
Alt(p1 ® pa)(v1,v2) = 21 Z sgno - (1 @ ¥2)(Vo(1); Vo(2))

ogE€Sy

1

= 5(p1(v)@a(v2) = 1(v2) 2 (01))-

Stad np. Alt(¢; ® ¢1) = 0. Wprowadzimy teraz iloczyn zewnetrzny tensorow alter-
nujacych. Niech w € Q¥(V)in € Q/(V). Wtedy

k4 7)! .
(2.4) wAn = ( ij) Alt(w ®n) € QI (V)

W naszym przyktadzie widzimy, ze ¢1 A @2 = —p3 A 1. Ponadto mamy

(Wi +wa) A =wi An+ws An,
WA (M +m2) =wAn +wAng,
aw An = alwAn),

wAn=(-1)¥nAuw,
frwAn) = f(w) A fr(n)
(WA ANO=wA(nABb).
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Dowod ostatniej wlasnosci jest dos¢ skomplikowany i wynika z tego, ze

(2.5) Alt(Alt(w ® 1) ®0) = Alt(w @ n ® 0) = Alt(w ® Alt(n ® 0))
oraz dla w € Q*(V), n € QI(V)i0 € Q™(V)
(2.6) WA Af= EETEMN e @0) = wA (7 6).

klml

(2.5) 1 (2.6) stanowia tres¢ twierdzenia 4.4 w ksiazce Spivaka. Chcemy je zastosowaé
do wyliczenia

Piq VANPUVAN Pi
gdzie p1, ..., pq jest baza dualng. Mamy

Pokazmy to indukcyjnie. Dla k = 2, (2.7) wynika z (2.4). Krok indukcyjny wynika z
(2.4)-(2.6). Istotnie, niech w = @;; A ... Agi_,, 1 = ;.. Wtedy

k!

Vi, N\ oo N\ @i, :.(k _' 1)'A1t((<pi1 A N pr—1) @ @i)
k!
k!

Z (2.7) wynika, ze

©iy N oo Ny (V1 e, V) = Z SgNo - i @ ... @ ¥4, (Vo(1)s - Vo))

€Sk
= 5200 - 01, (Vo) * -+ Pir (Vory)-
€Sk
Idac dalej mozemy pokazaé, ze
(2.8) Pipiry N oo N Py =S8N - 0iy Ao A i

(2.8) wynika z tego, ze jesli 0 = o, to

Spi,](l) ... Spin(k) (UU(1)7 AR Uo(k)) = H Qpin(m) (Ua(m))

=[] ¢ (ver)

=®iq ® ... gpik(vg(l), ceey U{(k))-
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Twierdzenie 2.9. Zbior wszystkich iloczynow
QOI'I/\.../\(,OZ‘,C, 1< < ... <1 <d
jest bazq przestrzeni Qk(V), wiec przestrzen ta ma wymiar (Z)

Dowdd. Jesli w € Q¥(V), to w € TH(V)

W = Zaihm,ikgpil & ... Piy, -

Wiec

W= Alt(w) = Zah ..... ZkAlt(gpn ®..Q 9021@)
Poniewaz k!Alt(g; ) @ ... ® @; ) = sgun - iy A ... Ay, elementy @i, A .. A gy
rozpinaja QF(V). O
2.1. Pola i formy. Dla kazdego punktu p € R? definiujemy przestrzen styczng w
tym punkcie
(2.10) T,R* =R%:= {(p,v) : v € R} = {p} x R
T,R? jest przestrzenia liniowa z dzialaniami

(p,v) + (p,w) = (p,v+w), alp,v) = (p,av)
Wektor v € R? przedstawia sie jako strzatke o poczatku w 0 i koicu w v. W tym
jezyku (p,v) jest strzatka od p do p + v. Lepiej jest jednak mysleé, ze (p,v) jest
strzatka (wektorem) zaczepiona(ym) w p. Zbior

TR := {(p,v) :peR,v € R} =R xR* = | | T,R?
pERA

nazywamy wiagzks styczng do R?. Jest to najprostszy przyktad wigzki stycznej do
rozmaitosci (tzw. trywialna wiazka wektorowa).

Drzieki tej konstrukeji zmodyfikujemy nieco definicje pola wektorowego. Poprzednio
pole wektorowe byto odwzorowaniem F : R? +— R% F(p) = (Fi(p), ..., Fy(p)). Teraz

F:RYw— TR  F(p) € T,R?

Zrobimy to tak, ze w kazdym punkcie p wybierzemy baze standardowa (e;), =
(p,e1), ..., (ea)p, = (p, €4) przestrzeni liniowej T,R%. Piszemy

F(p) = F'(p)(er)p + - + F(p p,ZFZ e:).

Prosze zwréci¢ uwage na to, ze indeksy wspotrzednych pola powqdrowaly na gore tak
jak w Spivaku. Jest dla nas wazne, zeby F(p) € T,R? a nie F(p) € R%
Jesli przez E; oznaczymy pole wektorowe takie, ze E;(p) = (p,e;) = (ei)p, to

d
F = Z F'E;
=1



20 ANALIZA T1II1.2

Pola wektorowe mozna dodawaé i mnozy¢ przez funkcje g : R? — R. Piszemy
(F+G)(p) = F(p) +Gp), 9F(p) =gp)F(p).

W ten sposob otrzymujemy (nieskoriczenie wymiarowa) przestrzen liniowa.

To samo co z wektorami, zrobimy teraz z 1-tensorami = funkcjonatami. Tzn.
piszemy

TR = {(p,p) : p € R*, p € (T,RY)* = QYT,R)} ~ R? x Q'(R?) = R* x (R%)*.
Podobnie dla k - tensoréow alternujacych:

QF(TRY) := {(p,w) : p € R",w € Q*(T,RM)} ~ R% x QF(RY).
~ ma tutaj znaczenie heurystyczne. Tak jak poprzednio w punkcie zaczepialiSmy
wektor, teraz zaczepiamy tensor alternujacy. Tak jak dla pol wektorowych bedziemy
rozwazali odwzorowania ¢ : R — T*R% i @ : R? — QF(TR?) spelniajace
plp) € TR, @(p) € A (T,RY).
Tak zdefiniowane ¢ i @ nazywamy odpowiednio 1-formg i k-forma. Mowi sie tez, ze
@ jest cieciem T*RY, a @ cieciem QF(TR?). Mozemy mysleé, ze
¢(p) = (p,¢), gdzie ¢ zalezy od p.
Rozwazmy ¢4, ..., 94 takie, ze
©i(p)((ej)p) = i; lub rownowaznie @;(E;) = ;5.

Powyzsza linijka ma sens, bo (e;), € T,R?, ¢;(p) € T;R?. Wtedy dowolna 1-forma

zapisuje sie
d

2(p) = > a:(p)@i(p),
i=1
gdzie a; s3 funkcjami na R?. W kazdym punkcie zaczepili$my 1-tensor i dodatkowo
wyraziliSmy go przez tensory ¢1(p), ..., @a(p). Prosze zwroci¢ uwage, ze @1, ..., ¢q nie
stanowig bazy przestrzeni liniowe]
Lmdy _ [ . od smpd . *Tpd
(R = {p:R"—= TR : ¢(p) € T,R"},
bo a; sa funkcjami na RY, a nie liczbami.
Dla k-formy @ i j-formy 7 definiujemy @ A i wzorem
@ Ai(p) = w(p) A7i(p).
Zmienimy nieco oznaczenie: A
dz' = ¢;.
To oznaczenie wynika z tradycji i, jak sie przekonamy przerabiajac zwiazki abstrak-

cyjnego twierdzenia Stokesa z calkowaniem na krzywych i powierzchniach, ma do-
datkowy glebszy sens. W tej notacji

Az A ... A dx'
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jest k-formg taka , ze

dz" A ... Ndz™(p) = @i, (p) A ... A i (D).

dz A... Adz'(p) stanowia baze QF(T,RY). W takim razie k-forme¢ & mozemy zapisa¢
jako

(2.11) o= Z aih,,,,ikdxil A . A dz,
11<...<tf
gdzie a;, . ;, sa funkcjami na R? Inaczej mowigc
(2.12) w(p) = Z iy .. (D) Piy (P) A\ oo A iy ()
11<...<ig

(2.11) i (2.12) sa rownowazne. Spivak uzywa notacji w;, i nie uzywa

tildy:

e — Qi
w = Z wil,,_,,ikda:“ Ao ANdx,
i< <

piszac po prostu w, nie w. Bedziemy tak pisa¢. W tym momencie naduzywamy
troche notacji, bo poprzednio w bylo tensorem alternujacym, a teraz oznacza pole
takich tensorow czyli forme, ale Spivak robi to samo.

Jesli funkcje w;, 4, sa ciagle to forma w nazywa sie ciagta. Jesli funkcje w;, ;.
sg C1, C%, O to forma w nazywa sie odpowiednio klasy C*, C?, C*°. Najczesciej
spotyka sie formy klasy C'*°. Przestrzen

It (RY) = {w: R QF(TRY) : w(p) € Q(T,RY},

k-form klasy C™ stanowi przestrzen liniowa nad R z dodatkowsa strukturg mnoze-
nia przez funkcje klasy C™. Jest ona nieskoriczenie wymiarowa. Do naszych celow
wystarcza formy klasy C2. Przyjmijmy, ze ['f(RY) oznacza k-formy ciagle, a ['*(R?)
k-formy gtadkie czyli C™ dla kazdego m.

Definicja 2.13. Dla funkcji g € CY(R?) definiujemy jej rézniczke dg € TL(R?) jako
1-forme

9y 9y
dg = == dz' + ... + =— dz".
q B, T + ...+ 0, X
Zwro6¢my uwage, ze
9] 9]
dg(F By + ...+ FiEy) = 2L pt 4 99 pd
81‘1 6$d

jako funkcje na R?. Dla funkcji rézniczkowalnej f : RY — R™ mamy odwzorowanie
liniowe Df(p) : R? = R™. Nieznaczna modyfikacja daje odwzorowanie liniowe

f* : Tde — Tf(p)Rm

okreslone wzorem

f(p,v)) = (f(p), Df(p)(v))
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lub inaczej

filvp) = (Df(p)(vp))f(P)‘

f« indukuje odwzorowanie liniowe
f* Tg(R™) = TH(RY)
wzorem

(frw) () (1 -y o) = w(f () (fi(vr), oo, fu(vr) = w(f(P))(Df(p)(v1), ..., Df(p)(vr))-
Jesli f € C* to

o THR™) = TH(RY).
Zwroémy uwage na to, ze v, ..., vy € T,R% a fo(v1), ..., fu(vg) € T R™.
Twierdzenie 2.14. Jesli f = (f*, ..., f™) : R4 R™ jest rézniczkowalna, to
fr(dy') = 327, 55 dad = df’
fr(wi +wa) = fr(wi) + f(w2)
fg-w)=1(g0 f) f*(w)
[rlwnan) = fr(w)Af(n),
gdzie (Y1, ..., Ym) SG wspo?rzgdnymi w R™.

Dowdd. Niech v € T,R?
fH(dy")(p) (v )Z(dyi)(f( ) (f(v)) = (dy')(f()(Df(p)(v))
8]”

(

bo dy® wybiera i-tg wspotrzedng wektora. U
Rozszerzymy teraz operator rozniczkowania na formy. Jezeli

W= Z Wiy Z-kdxil/\.../\dxi’“,

-----

to

-----

11 <...<l

— Z Z aw” """ cdx® A dxt A LA da

11<...<t a=1

Zauwazmy, 7e d : T*(R?) — ['**1(R9) (analogicznie d : T* (RY) s T5+L (R?)) oraz
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(2.15) d(Wiy,..qpdz™ Ao Ada'®) = dwy,
i

dw+n) = dw + dn,
co jest bardzo wygodne przy dowodzeniu wlasnosci operatora d.

Podstawowe wtasnosci rozniczkowania zawarte sa w nastepujacym twierdzeniu
Twierdzenie 2.16. Dia w € ['}(R?),n € TT(R?) mamy
dwAn) =dwAn+ (1) w A dn.
Ponadto d(dw) = 0 jesli w € T5(RY) oraz jesli f: R — R™ jest C*, to
fHdw) = d(f"w).

W dowodzie twierdzenia korzystamy z (2.15) i addytywnosci rézniczkowania co
pozwala nam ograniczy¢ sie do form postaci w;, ., dz" A ... A dx'™.

,,,,,

2.2. Kostki i ich brzegi.

Definicja 2.17. Singularng kostkq wymiaru n (n-kostkq) nazywamy funkcje ciggla
c:[0,1]" = RY, gdzie [0, 1]" oznacza n-krotny iloczyn [0,1] x ... x [0, 1], R® = [0,1]° =

{0}

0- kostka jest punktem. 1-kostka jest krzywa, a 2-kostka powierzchnia, o ile zato-
zymy dodatkowo, ze c jest klasy C'. Standardowa n-kostka w R" jest definiowana
jako I : [0,1]" — R", I"(z) = x.

Dla kazdego 1 < i < n okreslmy dwie singularne kostki [}y i I} jako funkcje z
0,1]"1 w oI" C R"

Ifo(:cl, ™Y =1t 0,2t ) = (2,2 0,2 LY
Ifl(xl, oY) =0t e 2t ™) = (20,2 L),

Kostke I7) nazywamy (7,0)-Sciang kostki 1", a kostke [}, nazywamy (i, 1)-8ciang. Sa
to dwie Sciany sktadajace sie na brzeg réwnolegte do siebie, gdzie i-ta zmienna jest
ustalona na 0 lub 1.

Przyktlad 2.18.
Ity =1'(0)=0 lewy koniec odcinka [0, 1]
Ii, =I'1) =1 prawy koniec odcinka [0, 1]
IFo(t) =1'(0,t)  lewy pionowy bok kwadratu [0,1]?
I3,(t) =1'(t,1) gdrny poziomy bok kwadratu [0, 1]
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Definicja 2.19. Brzegiem kostki I™ nazywamy formalng sume
=Y Y e,
i=1 a=0,1
Dla I! otrzymujemy
oI' = (=1)""Lio + (1) ) = —{0} + {1}
Dla I? otrzymujemy
oI =(—1)'I , + (—1)21(21’1) pionowe odcinki
+(=1)130+ (=1)*I,y)  poziome odcinki.

Prosze zauwazy¢, ze znaki zgadzaja sie z orientacja krzywych w twierdzeniu Greena.
Dla dowolnej singularnej n-kostki ¢ : [0, 1]" — R< okreglamy (i, o) §ciang jako funkcje

(2.20) Clia) = 0 I} 4 [0,1]" 7 = RY.
Scina C(i,) jest obrazem przez c Sciany (i, a).
Definicja 2.21. Brzegiem kostki c : I" — R? nazywamy formalng sume
Oc = Z Z 1))
i=1 a=0,1
Dla 1-kostki c : [0, 1] — R? mamy

dc = —{c(0)} +{c(1)}.

Teraz zalozymy, ze k-kostka c jest klasy C' na wnetrzu [0, 1]* i kazda (k-1)-kostka
Clia jest C* na wnetrzu [0, 1]*7. Bedziemy sie starali zdefiniowad

/ w dla k-formy w.

C

Jesli w = fdaz' A ... ANdzF, to

oo L= L
Ik [0,1]F [0,1]%

fdxl/\.../\dxk:/ fat, ..., 2% dot...dat.

[0,1]

czyli

Ik

Jedli w jest k-formg na R? i ¢ : [0, 1]F — R? jest singularng k-kostka, to okreslamy

k
/w = cfw.
c [0,1]k
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Tu potrzebujemy, zeby ¢ byto klasy C!. Dla 0-kostki i O-formy w = f piszemy
[£= [ =wteto) = s(cto)
bo ¢*(f) = foec.

Przyktad 2.22. Niech c:[0,1] — [a,b] C R. Wtedy

/cfdt: Mfoc “(dt) /foc V) ar = /foc (t)dt:/abf(s)ds

Rozpoznajemy twierdzenie o zamianie zmiennych.

Przyktad 2.23. Niech c: [0,1] — R3. Wiedy

/ Fidz! 4+ Fydx® + Fayda® = /

c [0,1]

1

¢ (Fyda' + Fyda? + Fyda®) = / (F(c(t),c(t)) dt,
0

gdzie ' (t) jest wektorem stycznym do krzywej. Rozpoznajemy catke zorientowang po

krzywey.

Przyklad 2.24. Niech c: [0,1]* — R2. Przyjmijmy, ze (u,v) stanowiq wspdtrzedne
w [0,1)%, a (z,y) w ¢([0,1]?) 7 zatézmy, ze detDc nie znika w Zadnym punkcie czyli
ma staly znak, bo [0,1]? jest wypukly. Wiedy

/falx1 Adz® = / c(fdxt A da?) = f oc(u,v)det De(u, v) du A dv.
c [0,1]2 [0,1]2

Rozpoznajemy twierdzenie o zamianie zmiennych ze znakiem, bo formy uwzgled-
niaja orientacje w R2. Orientacja zadana przez e;, e, jest czym innym niz orientacja
zadana przez es, ey i wyraza sie znakiem Jakobianu c. Jesli chcemy uchwyci¢ znak
w twierdzeniu o zamianie zmiennych, to musimy caltkowaé¢ formy, nie pisaé¢ dz'dz?.
Jedli ¢ nie zmienia orientacji, to

f oc(u,v)det De(u,v) du A dv = f oc(u,v)det De(u,v) dudv
[0,1)2 [0,1]?

:/ f(z*, 2?)dx' da?.
c([0,1]2)
Przyklad 2.25. Niech c: [0,1]? — R3 bedzie powierzchniq. Wtedy

/Fldy ANdz + Fadz N dx + Fzdx A dy :/ c(Fidy A\ dz + Fodz A\ dx + Fszdx A dy)

c [0,1]2
:/ (F(c(u,v)), T, x T,) dudv.
[0,1]2

Trzeba pracowicie wyliczyé wspotrzedne T, x T,,.
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Dla k — 1 formy w definiujemy

(2.26) /wzzn: 1(_1)“&/0(1.,&)%

Twierdzenie 2.27 (Stokesa). Jesli w jest k — 1-formaq na zbiorze otwartym U za-
wartym w R i ¢ jest kostkg w U, to

/dw:/w.
c dc

Przyklad 2.28. c = I'. Wtedy

0= sz [ 1@

Przyklad 2.29. c: [0,1] — R3. Catkujemy df po krzywej. Wiedy

Rozpoznajemy twierdzenie o polu gradientowym.
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Przyklad 2.30. ¢ : [0,1]? — R? i det Dc > 0. Calkujemy 1-forme Pdx + Qdy po
brzequ obszaru. Wtedy otrzmujemy twierdzenie Greena. Istotnie,
2

Z (—1)”0“/ Pdr +Qdy = /g—gdy/\dH@dm/\dy

Stok
i=1 a=0.1 (ir0) ones O

B oP 90

oP acg)
= ——— + | dxdy
/c([o,m) ( oy  Ox

2
=33 (it /[ o (Pl + Q)
- 1

2
. d(C(Z a))l d(c(z a))?
et E —]_ tta P 1.0 : dt 7,0 : dt
( ( ) \/[;)’1] ° C( ’ ) dt +Q © C( ’ ) dt

s
I
—_
o
Il
o
i

22: Z(—l)”a/ (P,Q)ods:/(P,Q)ods

i=1 a=0,1 C(i,a) g
gdzie o jest parametryzacjg brzegu zgodng z tg takq jakg stosowalismy w klasycznym

dowodzie, patrz tez Uwaga 1.29 i rozwazania po nig. Ostatnia rownosé wymaga prze-
myslenia.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze ¢ = I*, RY = R* oraz w jest k — 1-forma na otoczeniu
[0, 1]*. Woéwezas w jest suma (k — 1)-form postaci

Fdot A o AdT A ATt = f(2h 2 da A A da A A da

gdzie dz? oznacza, ze formy dz® nie ma w wyrazeniu. Z wlasno$ci d wystarczy pokazaé

twierdzenie dla w = fdx'A...AdziA...Adx*. Zacznijmy od calki po brzegu. Zauwazmy,
ze

(I o)) (fda' Ao At A o A da®) = 0 jesli - j #1,
(I(";.’OZ))*(falx1 A AT A A do®)y = f(', . 27 a2t 2P dat A A det T el
poniewaz

(1%,)"(da) =0

) ‘7 . .
(1%, (de?) = {d“’f <i
’ dz’ J>

J# 1
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i w wyniku cofania mamy otrzymaé forme na [0, 1]*~1. Stad

/[ . (I(’“i’a))*(fdxl Ao AT A A dx*) :/ fl@t, a2t L M dat L da Y
0,11

[071%—1

[0,1]
Dlatego
fda' Ao ndii A nd2P =YY (—1)”“‘/ (I o)) (fdz" A oo At A . A da®)
or* i=1 a=0,1 0,1je=1
=(—1)"*! flzt, a2 P dat da
[0,1]*
+(—=1)° flzt, 20,2 L 2P dat L da
[0,1]
.. . _of
Z drugiej strony, jesli D; f = 5%, to
/ d(fdz' A .. Adzi A ... A dz) = Difdz' Adz' A .. Adai A .. A dz¥)
Ik [0,1]k
=(—1)""! Difdz' A ... A da®
[0,1]%
=(—1)"" Dif(zh, ..., z")dat .. .da”,
[0,1]%

bo dla j # i, D;f dx? ANdz' A ... A dzi A ... Adz® = 0, gdys da? wystapi dwa razy.
7 twierdzenia Fubiniego i zasadniczego twierdzenia rachunku rézniczkowego i cal-
kowego mamy

e ' 1 1 ' -
/ d(fdz* A ... ANdxi A ... A da®) :(—1)’1/ < Dif(xl,...,a:k)dﬂ) da'...dzi...dz*
I* 0 0

1 1

=(—1)"" flt, a1 2™ M) dat da®

+(=1)" flat, 20,27 L aR)dat . dat
[0,1]%

Zwroémy uwage, ze rozumowanie jest takie samo jak w twierdzeniu Greena. Stad

/dw:/ wW.
Ik oIk
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Jesli ¢ jest dowolng kostka, to na mocy (2.20) i (2.26).

[ Iy

i=1 a=0,1

k
= E (—1)”"‘/ c*w:/ cw.
i=1 a=0,1 I orx

(i,a)

/dw:/ c*(dw):/ d(cw) = / c*w:/w.
c I* I* Stokes [ gk de

3. CALKI POWIERZCHNIOWE

Dlatego

3.1. Powierzchnie w R3.

Definicja 3.1. Powierzchniq nazywamy S = ®(D), gdzie ® : D — R3 i D jest
podzbiorem plaszczyzny. Stosujemy zapis

O (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € D.

Mowimy, ze powierzchnia jest klasy C* jesli D ma niepuste wnetrze, a funkcje x, y i
2 sq klasy C' na wnetrzu D.

Dalej bedziemy rozwazali wylgcznie powierzchnie klasy C!. Przyktadem powierzchni
jest wykres funkcji dwu zmiennych z = f(z,y). Wtedy ®(z,y) = (z,y, f(z,y)).
Mozna zmienne zamienié¢ rolami i otrzymac¢ = = h(y, z) lub y = g(z, 2).

Przyklad 3.2. x = z—23. W plaszczyénie xz wykresem jest krzywa trzeciego stopnia.
Do wykresu wraz punktem (z — 23,0, 2) nalezy tez cata prosta (z — 23,1y, 2) réwnolegla
do osi y. Wykres ma postaé wygietego nieskoriczonego arkusza papieru.

Oy, 2) = (z—2°y,2), D=R~.
Przyktad 3.3. Sfera 2® + y?> 4+ 22 = 1. @ : [0, 7] x [0,27) — R3,
O(p,0) = (singpcosh,sinpsinb, cosy), D =][0,7] x|0,27).

Zavwazmy, ze ® jest 1-1 1 C' na D, bo jest okreslone na otoczeniu D, a doktadniej
na R

Przyklad 3.4. Cylinder. ® : R x [0,27) — R3,
®(u,0) = (cosl,sinf,u), D =R x]0,2n).

Zavwazmy, ze ® jest 1-1 1 C' na D bo jest okreslone na otoczeniu D, a doktadniej
na R2.
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Przyklad 3.5. Dwa stozki: 2* +y* =22 @ : R x [0,27) — R3,
®(u,0) = (ucosh,usinfh,u), D =R x]0,2n).
Zavwazmy, ze ® jest 1-1 na wnetrzu D, ale nie na D. Za to ® jest C* na D bo jest

okreslone na otoczeniu D, a doktadniej na R?.

3.2. Plaszczyzna styczna do powierzchni. Rozwazamy odwzorowanie

V(t) = ([L‘(t, UO)v y(tv UO)’ Z(t7 UO)) = (I)(tv UO)?

gdzie (ug,vp) jest ustalonym punktem w D. To odwzorowanie opisuje krzywg w R?
lezaca w powierzchni S i przechodzacg w chwili t = ug przez punkt

@(UJO, U()) =: (CCOu Yo, ZO)'
Wektorem stycznym do tej krzywej w punkcie (2o, yo, 20) jest

9 0 0
T, = (a—z(uo,vo% a—z(uoyvo)» 8—2(%’“0)) :

Podobnie rozpatrujac krzywa t — ®(ug, t) otrzymamy inny wektor styczny w punkcie

(xo,yo, Zo)

or 0 0z
T, = (%(an UO)v a_?yj<u0a UO)? %(U[)? UO)) ’

T, i T, sa wektorami stycznymi w punkcie (xq, yo, 20) do krzywych lezacych w po-
wierzchni S. Plaszczyzna rozpieta przez te wektory jest zatem styczna do powierzchni
w tym punkcie. Wektorem normalnym do powierzchni w (g, 4o, 20) nazywamy wektor
T, x T, prostopadly do obu wektoréw stycznych.

Definicja 3.6. Mdwimy, zZe powierzchnia jest gladka w punkcie ®(ug, vo) = (0, Yo, 20)
jesli T, x T,, # 0. Intuicyjnie oznacza to, ze punkt (xo, Yo, 20) nie lezy na krawedzi ani
tez nie jest rogiem powierzchni.

Przyklad 3.7. Dwa stozki: 2*+y? = 2%. x = ucosv, y = usinv, z = u. Powierzch-
nia jest klasy C'. Mamy

T, = (cosw,sinw, 1), T, = (—usinv,ucosv,0).

Wektory T, © T, sq rownolegle tylko, gdy T, = 0. Tzn. u = 0. Zauwazmy, zZe po-
wierzchnia jest zapisana rownaniem x2 + y* = 22, cayli opisuje dwa stozki stykajgce
ste w poczgtku uktadu. Intuicyjnie widaé, zZe we wspolnym wierzchotku stozkow po-
wierzchnia zachowuje sie inaczey.

Przypusémy, ze powierzchnia jest gtadka w punkcie (g, yo, 20) = P (ug, v9). Wtedy
réwnanie plaszczyzny stycznej ma postac

(x_'rmy_yO)Z_ZO)olfl’:(L

gdzie n =T, x T, obliczone w (ug, vp).
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Uwaga 3.8.
B b1 C1 a; C ai bl
(a17b1701> X (a27b2702> - ( bg o y ay  Co ) ay b2 .
Otrzymany wektor jest prostopadty do (ay,by,c1) i (ag, b, c2). Rzeczywiscie
aq bl C1
by ¢ a; ¢ a; b
ap bl Cl — 01 al Cl + 1 CLl bl = |ay b1 C1 = 0.
2 C2 2 C2 2 D2 4y by

Przyklad 3.9. x = ucosv, y = usinv, z = u? + v2. Chcemy znaleié punkty, w
ktorych ptaszczyzna styczna jest dobrze okreslona.

Mamy D = [0,00) X [0,27) i

T, = (cosw,sinwv, 2u), T, = (—usinwv, ucosv, 2v).

)

= (2usinv — 2u? cos v, —2u? sinv — 2v cos v, u).

COS U sin v
—usinv wcosv

2u
2v

sinv 2u
UCOSV 20

Ccosv
—usinv

) I

TuxTU:(

Zatem T, x T, = 0 tylko, gdy u = v = 0. Zauwazmy, ze (0,0) € 0D. Przyktadowo w
punkcie (ug,vg) = (1,0) mamy

(x07y0a ZO) = (1707 1)7 Tu X T’U w—t (_2707 1)

v=0

Rownanie plaszczyzny stycznej w punkcie (1,0, 1) ma zatem postac

2@ -1)4+(2—-1)=0
czyli po uproszczeniu

20 — z = 1.

Przyktad 3.10. Helikoida jest opisana przez
z=0,
dla parametréw spetniajgeych 0 < r < 1, 0 < 0 < 27. Znow ® jest klasy C* na
otoczeniu D. Dla ustalonej wartosci kgta 0 otrzymujemy odcinek prostopadty do osi

z tgezgey punkty (0,0,60) i (cosf,sind, 0). Powstata powierzchnia przypomina watek
do mielenia miesa. Mamy

T, = (cosf,sinf,0),

xr=rcosf, y=rsinb,

Ty = (—rsinf,rcosb,1).
Przypusémy, ze powierzchnia jest wykresem funkcji z = f(z,y), dla (z,y) € D.
Naturalng parametryzacja jest z:=z, y =y iz = f(z,y). Wtedy

1) .

of of of _of
T, = (1 7, = (0,1 T, x T, = (-2 -
x ( ) 07 ax> ) Yy (07 ) ay) ) x X Yy ( ax7 8y )
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Rownanie plaszczyzny stycznej w punkcie (g, yo, 20), gdzie zo = f(z0o, yo) to

0 0
(x_'r07y_y07z_ ZO) © (_8_£7_3_§7 1) = 0.

Po przeksztalceniu otrzymujemy

of of
z Zo—%@ $0)+a—y(y Yo),
gdzie pochodne czastkowe obliczane s w punkcie (zg, yo).
Przyklad 3.11. Odwzorowania ®,(z,y) = (z,y, 2> + y?), (z,y) € R? i
Dy (u,v) = (ucosv, usinv,u?), (u,v) € R x [0,27) parametryzujq te samaq powierzch-
nie. Dla pierwszej parametryzacji mamy

T, =(1,0,2z), T,=(0,1,2y),
a dla drugiej
T, = (cosv,sinv,2u), T, = (—usinv,ucosv,0).
T.,T, sq wszedzie lintowo niezalezne, podczas, gdy T, = 0, gdy u = 0. W drugiej
parametryzacji {0} x [0,27) C OD.
Przyktad 3.12. Chcemy sparametryzowaé powierzchnie (hiperboloide) o réwnaniu
22 +y? — 22 = 1 i wyliczyé wektory styczne.

Dla ustalonej wartosci z punkty (x,y) leza na okregu o srodku w (0, 0) i promieniu
V22 +1=r>1. Mozemy przyjac, ze
r=rcosp, y=rsing, 0<¢ <27
Mamy 72 — 22 = 1. Zatem mozemy przyjaé
r =cosh®, z=sinhy, ¢ €R.
Ostatecznie uzyskujemy
= cosh cosp,
= cosh v sin @,
z = sinh),
v eR, ¢ €10,2m). P jest roznowartosciowe na wnetrzu R x (0, 27) zbioru D. Mamy
T, = (— cosh v sin ¢, cosh v cos ¢, 0)
T\, = (sinh ¢ cos ¢, sinh ¢ sin ¢, cosh ¢).
T,,Ty sa liniowo niezalezne w kazdym punkcie i
T, x Ty = (cosh2 1) cos , cosh? 1 sin , — cosh 1) sinh ).

Przyktlad 3.13. Torus uzyskujemy obracajgc wokdt osi z okrgg o promieniu r tak,
ze $rodek matego okregu jest w punkcie (R cos, Rsin,0).
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Rownanie malego okregu w plaszezyznie (z, z) (y = 0) ma postaé
r=R+rcosp, z=rsinp, 0<¢p 21

Zeby otrzyma¢ réwnanie parametryzacje malego okregu, ktorego srodek ma wspol-
rzedne (R cos, Rsin,0) musimy wykonaé obrot o kat ¢ wokol osi z. Wtedy

cosyp —siny O [R+rcosp cos (R + rcos )
siny  cosy 0 0 = |siny)(R+ rcosp)]|.
0 0 1 7 sin @ 7 sin @

Zatem
r = dcosty = (R4 rcosyp)cos,
= dsiny = (R4 rcosp)siny,

z = rsing.
3.3. Pole powierzchni.

Definicja 3.14. Niech S bedzie powierzchniq sparametryzowanqg przez funkcje
®: D—R3, gdzie D C R Tzn. S = ®(D). Zaldimy, ze ® jest réznowartosciowe i
klasy C* na wnetrzu D. Polem powierzchni nazywamy liczbe

A(S) = / / 1T x T dudv,
D

o tle catka jest dobrze okreslona. Tzn. trzeba dorzucié zatozenie, ze D jest ograni-
czony, 0D jest miary 0, a funkcja ||T, x T,|| jest ograniczona na D lub przynajmniej
taka, ze catka niewtasciwa istnieje.

Uwaga 3.15. W naszych przyktadach zwykle ® jest klasy C! na otoczeniu ograniczo-
nego zbioru D wiec ||T, x T,|| jest ciggta na D czyli ograniczona.

Przeanalizujmy sumy catkowe calki okreslajacej A(S). Zalozmy, ze D jest prosto-
katem podzielonym na n? malych prostokatow R;;. Wtedy

Prostokaty R;; nie sg rozitaczne, bo moga mie¢ wspoélne boki. Ale cze¢§é wspdlna
kazdych dwu zbioréw postaci ®(R;;) ma miare zero. Zatem

A(S) =) A(@(Ry))).

ij=1

Rozwazamy maly prostokat R w plaszczyznie u,v o lewym dolnym rogu w punk-
cie (u,v) a prawym gornym w (u + Au,v + Av). Obraz ®(R) jest w przyblizeniu
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rownolegtobokiem o bokach

0 0 0
Bu+ Bu) — 0u0) & (Gl o) ) ) Au

O(u,v+ Av) — D(u,v) =~ (%(u, v), @(u, v), %(u,v)) Av.

ov
Istotnie,
D®(u,v) = [T,,T,] jest macierza 3 na 2.
Czyli
Au
B(u+ Au,v) — Buyv) ~ H@ﬂﬂ 0}=7umwAw
O(u,v+ Av) — O(u,v) ~ [T,,T)] { on } = T,(u,v) Av.

Pole rownolegtoboku wynosi A(p(R)) =~ ||T, x T, || AuAv. Rzeczywiscie niech
n = Xl Wtedy

T xTo |
A(p(R)) =~ |det(n, T, Au, T, Av)| = || T, x T,|| Au Av.

Ostatecznie
A(S) =) NITu x T s=ios A Avj—>// T,y x T || du do.
ij=1 7 D
Przyktad 3.16. Kawalek stozka. D = {(r,0) : 0 < 0 < 27,0 < r < 1}, 9D ma
miare zero. Okreslamy ®(r,0) = (x,y, z), gdzie
xr=rcosf, y=rsnb, z=r.

Obliczamy
T, = (cosf,sinf, 1), Ty = (—rsinf,rcosb,0).
Zatem
T, x Ty = (—rcosf, —rsinb,r), ||T. x Ty|| = rv/2.
Dla S = ®(D) mamy wiec

2 1 21 1
A(S) = / / T, x Ty|| dr d6 :/ / r2drd = 7v/2.
0 0 0 0

® jest klasy C' na otoczeniu D. Zwréémy uwage, ze mamy tu parametryzacje, a nie
zamiane zmiennych, wiec nie pojawia sie dodatkowe r.

Zalozmy, ze powierzchnia jest wykresem funkcji z = g(x,y), dla (z,y) € D. Wtedy

T, xT, = <—§—Z,—g—§,1) ,
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Sl )+ () s

Przyklad 3.17. Obliczymy pole potsfery o promieniu 1.

zatem

Mamy
=V1I-22—2, D={(x,y) : 2°+y* < 1}
Niech
Dr={(z,y) : *+y* < R*}, R<1
Wtedy
0z —x 0z —y
o ooy 0y ooy
Zatem
(2 (E) -
ox dy 1—a2—y?
Otrzymujemy

A(Sp) // _dwdy / / rdrdf amtiana zienmveh
= zamiana zmienny
" Dr /1 —a%—y? VI—r2
_27r( \/1—r2> T :2W(1—\/1—R2> — o
r=0

R—1—
Zwroémy uwage, ze w tym wypadku |7, x T,|| — oo, gdy 2* + y* — 1, ale wciaz
catka niewtasciwa istnieje. Mozna oczywiscie zastosowa¢ inng parametryzacje tak jak
we wspoOtrzednych sferycznych. Wtedy nie bedzie catki niewtasciwej, ale komplikacja
rachunkow jest podobna.

3.4. Calki powierzchniowe funkcji skalarnych (niezorientowane). Rozwazamy
powierzchnie S sparametryzowang za pomoca funkcji
b:D—R3 &D)=2S,

S (u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)).
Dla funkcji ciaglej f(z,y, z) okreslonej na S definiujemy catke wzorem

//fxy, )dS = //f 2(u,0), y(u, v), 2(u, v)) | T x T dudo.

Po rozpisaniu otrzymujemy wyrazenie

//D f(x(u,v),y(u, v)vz(u,v))\/<ggz: 2)2 + (ggi’,z;y + (ggi:z;ydudv,
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przy czym
of of
0f,9) _ |ou ou

I(u,v) |92 9g|
Oou  Ov

Przypusémy, ze funkcja o(z,y, z) opisuje gestos¢ masy powierzchni S w punkcie
(x,y, z). Chcemy obliczyé calkowita mase powierzchni. Zatézmy, ze D jest prostoka-
tem. Dzielimy D na n? mniejszych prostokatow D,;. Oznaczmy S;; = ®(D;;). Symbol
A(S;;) oznacza pole powierzchni fragmentu S;;. Dla duzych wartosci n fragment Sij
jest "maly". Uznajemy, ze gesto$¢ masy na S;; jest stala i wynosi o(®(u;,v;)), gdzie
(ui,v;) € Di; (np. (us,v;) jest prawym goérnym rogiem prostokata D;;). Catkowita
masa wynosi w przyblizeniu

D o(@(uiy0) A(Sy) = D o(®(us,vy) [Tu x T, Aui Av,
1j,3=1 i5,7=1 v=v;

—>// WIIT x T dudo
://DQ(x(u,v),y(u,v),z(u,v))||Tu><TU||dudU.

Przyktad 3.18. Rozwazamy funkcje f(x,y,z) = /a2 + y?> + 1 i helikoide S okre-
Slong przez

xr=rcosp, y=rsing, z=40, 0<f<2m 0<r<l1.
Wtedy ||T, x Tp|| = Vr? + 1. Zatem

271' 1 1
//\/:r2+y2—|—1d52/ /\/r2+1\/r2+1drd9:2ﬁ(§+1>:8—7T
S o Jo

5
Przyktad 3.19. Policzamy ffs 22 dS, gdzie S jest sferq jednostkowq x? +y* + 2% = 1.
Mozna uzyé do obliczen wspdtrzednych sferycznych. Inaczej, zauwazamy, Ze

fl o= = ff s
//Sz2dS=%/A(m2+y2+22)d52%//SdSzéA(S):%T.

Przypusémy, ze powierzchnia S jest wykresem funkcji z = g(z,y), (z,y) € D.
Wtedy

(3.20) //fxy, )dS = //fxygxy)\/1+(gi) +(g—‘z>2dmdy

Zatem
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T, xT, = (—g—i,—g—z,l) ,

a wektorem normalnym do powierzchni w punkcie (x,y, z) jest wektor jednostkowy
dg @
(-%.-2.1)

dg\2 d
J@r s ()
Przyklad 3.21. Powierzchnia S jest okreslona przez z = x®+y dla (x,y) z prostokgta
D opisanego przez warunki 0 <z <14 —-1<y<1. Wtedy T, x T, = (—2z,1,1) i

1 1 1
//de:/ / x\/4x2+2dydx:2\/§/ xV2x? + 1dx
S 0o J-1

n—

—2v2l (2m +1 )3/2;:\/75[3\/5—1].

Przyktad 3.22. Obliczyé ffszlrdS, gdzie S jest trdjkatem o wierzchotkach (1,0,0),
(0,1,0) 7 (0,0,1).

Rownanie powierzchni to x +y+ 2z =1, czyli 2 = 1 — 2z —y, dla (z,y) z trojkata D
w plaszczyznie (z,y) opisanego przez x,y > 0ix+y < 1. Mamy T, x T, = (1,1,1).

Zatem . .
//de:/ dx/ V3 dy.
s 0 0

//Sxdszé//swdsz%A(S):%\/g(\@)z:

3.5. Calki powierzchniowe p6l wektorowych (zorientowane).

Inaczej:

=%

Definicja 3.23. Niech F(x,y, z) bedzie polem wektorowym okreslonym na powierzchni
S =®&(D), ®: D — R3. Okreslamy calke powierzchniowq zorientowang wzorem

// FodS = //FOT x T,) du dv,
Se

gdzie w catce po prawej stronie F = F(®(u,v)).

Mozemy powiazaé te catke z calky niezorientowana. Zalozmy, ze T, x T, # 0.

Wtedy dla n = ”:ﬁji%” mamy

//DFO<TuXTv>dudv = //D<Fon>uTuxTvududv = //Swonms
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//Sq)FodS://S(Fon)dS.

Zwrot wektora normalnego n zalezy od parametryzacji, nawet od kolejnosci zmien-
nych wiwv, bo T, x T, = —(T, x T,,).

Otrzymujemy wiec

Przyktad 3.24. Niech S bedzie sferq jednostkowq oraz F(x,y,z) = (x,y,z). Wyli-
czymy ffsq> FodS dla ® danego przez wspotrzedne sferyczne.

T = singpcosy,
= sinpsiny,
Z = Cosg.
T, = (cospcosi,cospsiny, —singp),

Ty, = (—sinpcosy,singcosy,0),

zatem
T, x Ty = (sin® ¢ cos ¥, sin® p sin 1, cos psin ) = sin p (2, y, 2).
Wektor normalny to
= (z,9,2).

//S@FodS://S(non)dS://Sdsz47r.

Intuicyjnie (geometrycznie) w kazdym punkcie powierzchni mamy dwa wektory nor-
malne nq i ng, Ny = —ny. Zalézmy, ze w kazdym punkcie wybraliSmy jeden wektor
normalny n tak, ze wybrane wektory wskazuja jedna strone powierzchni. Mowimy,
ze mamy wybrang orientacje powierzchni.

Dokladniej, niech ® : D — R? bedzie parametryzacja powierzchni S gladka w
kazdym punkcie. Wektor T, X T, jest prostopadly do powierzchni S w punkcie ®(u, v).
Pole wektorowe

T, xT,

1T x T
zadaje jej orientacje. Zalozmy, ze mamy inng parametryzacje ¢, : D; — S gladka w
kazdym punkcie oraz ze zbiory D, Dy sa spojne, to

ng

ne =Ng, lub ne = —ne,.

W pierwszym przypadku moéwimy, ze parametryzacje sg zgodne, a w drugim prze-
ciwne.
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Niech S bedzie wykresem funkcji z = g(z,y). Orientacja jest wyznaczona przez

(281 (3.5 1)
n= ’ Y lub n= i

Vs () a @ (@)

Mamy dwie klasy abstrakcji.

Twierdzenie 3.25. Niech S bedzie powierzchnig zorientowang, a ®1 : Dy — S 14
Dy Dy — S dwiema parametryzacjami gtadkimi w kazdym punkcie. Zatozimy, ze
zbiory D1, Dy sq spojne, 1 &1 = ®yo0g, g: Dy — Dy, det Dg # 0 w kazdym punkcie.

Wtedy
// FodS:// FodS, gdy detDg > 0.
Sa, Sa.,

Jesli det Dg < 0, to
// FodS:—// FodsS.
Sa, Sa.,

Jesli f(x,y,z) jest funkcjq cigglq na S, to

/Sq) fdsz/&b fds,

tzn. catka niezorientowana nie zalezy od wyboru parametryzacyi.

Uwaga 3.26. Nie pokazujemy tu przy jakich zatozeniach istnieje g klasy Ct takie,
ze det Dg # 0.

Dowdd. Rozwazamy dwie parametryzacje powierzchni S
D, - D1 — ]R3 oraz D, : D2 — Rs, dla Dl, D2 C R2.

Dla ustalonego punktu (z,y, z) powierzchni mamy

(ZL’, Y, Z) - (1)1(U7 U) = @2(7/7 U/)
dla jedynych (u,v) € Dy oraz (uv/,v") € Dy. Uzyskujemy w ten sposéb odwzorowanie
g: D, — D,

(u',v") = g(u,v).
Zalozmy, ze g jest klasy C'. Mamy
Dy (u,v) = Py(u',0") = Po(g(u,v)).
Obliczamy macierz pochodnych obu stron.
D®y(u,v) = [T, T,,] = DPy(g(u,v)) Dg(u,v) = [T Ty] Dg(u,v).
(' v')

Lemat 3.27. a, b, ¢, d sq wektorami w R? a M macierzg wymiaru 2 x 2. Jesli
lcd]=a b M, tocxd=det M- (axb).
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Dowdd lematu. Niech M = {3 g] . Wtedy

(0 1] {f; ?}:[anrvb Bat o] = [c d].

cxd=(aa+7b) X (Ba+db) =adaxb+y5bxa
=(ad —yB)axb=det M- (axD).

d

7 lematu otrzymujemy
T, x T, = det Dg(u,v) Ty X Ty, gdzie (v',v") = g(u,v)

czyli
Ty x Ty = (det Dg(u,v)) ' T, x T,.

Wykonujemy obliczenia stosujac w trakcie podstawienie (u/,v") = g(u,v).

// FodS = // F(®y(u/,0v") o (T x Ty)du' dv'  podstawienie
Sq>2 D2
=[] F@atatw ) o (T x To) et Dyl )] s,
Dy

Zalozmy, ze det Dg(u,v) > 0 dla (u,v) € D;. Wtedy w wyniku otrzymujemy

// (u,v)) o (T, xT)dudv—// FodS.
D1 Sql

Jesli det Dg(u,v) < 0 dla (u,v) € Dy, to w wyniku dostaniemy

—// FodsS.
Se,

Dalej w wyniku tego samego podstawienia mamy

/ fds = / F( Do, V)| T x Toy|| dd’ do’
Sa, Do

= / f(®P1(w,v)) [T x Ty || | det Dy(u,v)| dudv = / fds.
Dy N ~~ 4 S,
(1T X T ||
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3.5.1. Interpretacja fizyczna catki powierzchniowej zorientowanej. Zbadamy sumy Rie-

manna calki
//FodS = // F(®(u,v)) o (T, x Tp,) du dv.
s D

Niech R bedzie matym prostokatem lezacym w D o bokach Awu i Av réwnolegltych do
osi wspotrzednych. Lewy dolny rog prostokata R oznaczymy przez (u,v). Obraz ®(R)
prostokata jest w przyblizeniu rownoleglobokiem o bokach T, Au i T, Av. Rozwazmy
wielkos¢
F(®(u,v)) o (T,Au x T,Av).
Ze wzoru
det(a,b,c) =ao(bxc), dlaa,b ccR®

wynika, ze jest to plus minus objetosé¢ rownolegloscianu rozpietego przez wektory
F(®(u,v)), T,Au i T,Av. Zaktadamy, ze powierzchnia S jest zorientowana i parame-
tryzacja ® jest zgodna z orientacja. Jesli wektor F' jest skierowany w strone dodatnia
powierzchni, to otrzymujemy objetosé¢ rownolegloscianu, a jesli w strone ujemng, to
otrzymamy minus objeto$é¢ roéwnolegloscianu.

Niech F' oznacza predkosé przeptywu jakiegos ptynu w punkcie (z,y, 2) = ®(u,v).
Wtedy F wskazuje kierunek przepltywu a liczba

|F(®(u,v)) o (T,Au x T,Av)|

mierzy ilos¢ ptynu jaki przeptynal przez fragment powierzchni ®(R) w jednostce
czasu, poniewaz A(®(R)) =~ ||T,Au x T,Av||. Zatem ilo§¢ pltynu jaka przeplynie
w jednostce czasu jest rowna w przyblizeniu objetosci rownolegloscianu rozpietego
przez F(®(u,v)), T,Au i T,Av. Znak zalezy od tego, czy sita F jest skierowana na
zewnatrz czy do wewnatrz powierzchni. Reasumujac F o (T, X T,)) Au Av jest pred-
kosScia przeptywu na strone zewnetrzna przez fragment powierzchni ®(R). Podzielmy
obszar D na male prostokaty R;;. Wtedy

Y Fo(TyxT)|, .,  Au v

i,j=1 v=vjq

jest sumaryczng predkoscig przeptywu na zewnatrz powierzchni S. Ostatecznie catka

//SFOdS

jest predkoscig przepltywu na zewnatrz powierzchni S.

Calka powierzchniowa stuzy do obliczania przeptywu ciepta. Niech T'(x,y, z) ozna-
cza temperature w punkcie (z,y, z). Rozwazmy pole wektorowe
or or or
Ox’ Oy’ 0z )
gdzie k jest stalym wspolczynnikiem dodatnim, zaleznym od osrodka. Wtedy catka
[/ F o dS opisuje tempo przeptywu ciepta na zewnatrz powierzchni S.

F:—kVT:—k(
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Przyklad 3.28. T'(z,y,2) = 2 +y?+22, S = {(v,y,2) : 2*+y*+2% = 1}. Zaldzmy,
ze k=1, czyli

F=-VT'=-2(z,y,2).
Wtedy F on = —2 oraz

//SFodS—//S(Fon)dS——SW.

Przypusémy, ze S jest wykresem funkeji z = g(x,y) dla (z,y) € D. Stosujemy
parametryzacje

ri=x, Y=y, z=g(x,y).
Wtedy

dg dg dg Oy
T, = (1 T, = (1 T, xT,= -2 —=2 1),
—(102), 1= (102), g (-22

Dla pola wektorowego F' = (P, @, R) w R? otrzymujemy

(3.20) //FodS //FoTxT d:cdy_//[ —g— %—FR}dxdy,
Y

przy czym funkcje P, Q i R sa obliczone w (z,y, g(x,y)).



