
ANALIZA III - LISTA 9

1. Poka», »e zachodz¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(S1 + S2)⊗ T = S1 ⊗ T + S2 ⊗ T
S ⊗ (T1 + T2) = S ⊗ T1 + S ⊗ T2

(aS)⊗ T = S ⊗ (aT ) = a(S ⊗ T )

(S ⊗ T )⊗ U = S ⊗ (T ⊗ U)

2. Niech e1, ..., ed b¦dzie baz¡ V , a ϕ1, ..., ϕd jej baz¡ dualn¡. Wtedy zbiór wszystkich
2 krotnych iloczynów tensorowych

ϕi1 ⊗ ϕi2 , 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ d,

jest baz¡ T 2(V ). Wsk. Policzy¢ najpierw ϕi1 ⊗ ϕi2(ej1 , ej2), a potem T (v1, v2) korzy-

staj¡c z dwuliniowo±ci.

3*. Niech e1, ..., ed b¦dzie baz¡ V , a ϕ1, ..., ϕd jej baz¡ dualn¡. Wtedy zbiór wszystkich
k krotnych iloczynów tensorowych

ϕi1 ⊗ ...⊗ ϕik , 1 ≤ i1, ..., ik ≤ d,

jest baz¡ T k(V ). Wsk. Policzy¢ najpierw ϕi1 ⊗ ...⊗ ϕik(ej1 , ..., ejk)

4. Je±li f : V 7→ W jest odwzorowaniem liniowym, to odwzorowanie liniowe
f ∗ : T k(W ) 7→ T k(V ) de�niuje si¦ jako

(f ∗T )(v1, ..., vk) = T (f(v1), ..., (vk)).

Poka», »e (f ∗T ) jest k-tensorem, je±li takie jest T , f ∗ jest liniowe tzn.

f ∗(aS + bT ) = af ∗S + bf ∗T.

i

f ∗(S ⊗ T ) = f ∗S ⊗ f ∗T.

5*. Tensor ω nazywamy alternuj¡cym je±li dla ka»dych i, j

ω(v1, ..., vi, ..., vj, ..., vk) = −ω(v1, ..., vj, ..., vi, ..., vk).

Poka», »e wtedy dla ka»dej permutacji σ

ω(vσ(1), ..., vσ(k)) = (sgn σ) ω(v1, ..., vk)

oraz, »e je±li ω jest alternuj¡cy, to ω(v, v, v3, ..., vk) = 0.

W poni»szych zadaniach ϕ1, ..., ϕd jest baz¡ dualn¡ do e1, ..., ed ustalonej bazy V .
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6. Przypomnijmy, »e ϕi ∧ ϕj = 2Alt(ϕi ⊗ ϕj). Poka», »e
ϕi ∧ ϕj = −ϕj ∧ ϕi,

ϕi ∧ ϕi = 0

(ϕi ∧ ϕj)(v, w) = ϕi(v)ϕj(w)− ϕi(w)ϕj(v).

7. Poka», »e ϕi ∧ ϕj, dla 1 ≤ i < j ≤ d s¡ liniowo niezale»ne.

8*. Przypominijmy, »e ϕi ∧ ϕj ∧ ϕk = 3!Alt(ϕi ⊗ ϕj ⊗ ϕk). Poka», »e
ϕi ∧ ϕi ∧ ϕk = 0

ϕk ∧ ϕj ∧ ϕi = −ϕi ∧ ϕj ∧ ϕk.
ϕσ(i) ∧ ϕσ(j) ∧ ϕσ(k) = sgnσ ϕi ∧ ϕj ∧ ϕk.

9*. Poka», »e ϕi ∧ ϕj ∧ ϕk, dla i < j < k s¡ liniowo niezale»ne. Jaki jest wymiar
Λ3(V ), gdy dimV = 3? Jaki jest wymiar Λ3(V ), gdy dimV = 2? Wskazówka jak w

zadaniu 2.

10*. Przypomnijmy, »e

ϕi1 ∧ ... ∧ ϕik = k!Alt(ϕi1 ⊗ ...⊗ ϕik)

Poka», »e je±li ij = ip dla jakich± j, p to ϕi1 ∧ ... ∧ ϕik = 0,

ϕσ(i1) ∧ ϕσ(i2) ∧ ... ∧ ϕσ(ik) = sgnσϕσ(i1) ∧ ... ∧ ϕik .

11*. Zaªó»my, »e i1 < i2 < ... < ik, oraz j1 < j2 < ... < jk. Poka», »e

ϕi1 ∧ ... ∧ ϕik(ej1 , ..., ejk) =

{
1 gdy im = jm dla ka»dego m

0 poza tym

oraz, »e
ϕi1 ∧ ... ∧ ϕik , i1 < ... < ik,

s¡ niezale»ne. Jaka jest baza Ωk(V ) gdy k = dimV . Poka», »e Ωk(V ) = 0, gdy
k > dimV .

12. Poka», »e dla ω ∈ Ωk(V ), η ∈ Ωj(V )

(ω1 + ω2) ∧ η = ω1 ∧ η + ω2 ∧ η,
ω ∧ (η1 + η2) = ω ∧ η1 + ω ∧ η2,

aω ∧ η = a(ω ∧ η).

13. Poka», »e dla ω ∈ Ωk(V ), η ∈ Ωj(V )

f ∗(ω ∧ η) = f ∗(ω) ∧ f ∗(η)

14*. Poka», »e dla ω ∈ Ωk(V ), η ∈ Ωj(V )

ω ∧ η = (−1)kjη ∧ ω


