
ANALIZA III - LISTA 7

1*. Pokaza¢, »e caªka krzywoliniowa funkcji f(x, y) wzdªu» drogi σ zadanej we wspóª-
rz¦dnych biegunowych poprzez r = r(θ), θ1 ≤ θ ≤ θ2 jest równa∫ θ2

θ1

f(r cos θ, r sin θ)

√
r2 +

(
dr

dθ

)2

dθ.

Obliczyc dªugo±¢ krzywej r = 1 + cos θ, 0 ≤ θ ≤ 2π.

2. Niech f(x, y) = 2x − y i σ(t) = (t4, t4), 0 ≤ t ≤ 1. Obliczy¢
∫
σ
f ds. Obliczy¢

dªugo±¢ krzywej σ. Obliczy¢ dªugo±¢ odcinka krzywej dla 0 ≤ t ≤ t0, gdzie t0 ≤ 1.
To samo, gdy σ(t) = (t, t), 0 ≤ t ≤ 1 i porówna¢.

3*. Znale¹¢ mas¦ przewodu, który powstaje z przeci¦cia sfery x2 + y2 + z2 = 1 i
pªaszczyzny x+ y + z = 0 jesli g¦sto±¢ masy w pukcie (x, y, z) wynosi ρ(x, y, z) = x2

gramów na jednostk¦ dªugo±ci.

4. Obliczy¢
∫
σ
f ds, gdzie f(x, y, z) = z i σ(t) = (t cos t, t sin t, t), 0 ≤ t ≤ t0.

5. Dla krzywej σ(t) = (x(t), y(t), z(t)), a ≤ t ≤ b niech s(t) oznacza dªugo±¢ odcinka
krzywej odpowiadaj¡cego przedziaªowi czasu [a, t]. Korzystaj¡c ze wzoru na dªugo±¢
krzywej pokaza¢, »e

ds

dt
= ‖σ′(t)‖ =

√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2.

Je±li zaªo»my, »e obiekt porusza si¦ po krzywej tak, »e w chwili t znajduje si¦ w
punkcie σ(t), to powy»szy wzór mówi, »e pr¦dko±¢ w chwili t jest równa dªugo±ci
wektora stycznego do krzywej w punkcie σ(t).

6. Obliczy¢ caªki krzywolinowe (dwa dowolne punkty licz¡ si¦ jako jedno zadanie).

(a)
∫
σ
xdx+ ydy + zdz, σ(t) = (t2, 3t, 2t3),−1 ≤ t ≤ 2,

(b)
∫
σ
xdy − ydx, σ(t) = (cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 2π,

(c)
∫
σ
xdx+ ydx, σ(t) = (cos πt, sinπt), 0 ≤ t ≤ 2,

(d)
∫
σ
yzdx + xzdy + xydz, gdzie σ skªada si¦ z dwóch odcinków ª¡cz¡cych punkt

(1, 0, 0) z (0, 1, 0) i dalej z (0, 0, 1).

(e)
∫
σ
x2dx−xydy+dz, gdzie σ jest fragmentem paraboli z = x2, y = 0 od (−1, 0, 1)

do (1, 0, 1).

7. Pole siª F jest równe F (x, y, z) = (x, y, z). Obliczy¢ prac¦ wykonan¡ przy przesu-
nieciu obiektu wzdªu» paraboli y = x2, z = 0, od x = −1 do x = 2.
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8. Zaªó»my, »e wektor F jest prostopadªy do wektora stycznego σ′(t) w punkcie
σ(t). Pokazac, »e

∫
σ
F ◦ ds = 0. Zaªó»my, »e wektor F jest równolegªy do wektora

stycznego σ′(t) w punkcie σ(t) tzn. F (σ(t)) = λ(t)σ′(t), gdzie λ(t) > 0. Pokaza¢, »e∫
σ
F ◦ ds =

∫
σ
‖F‖ds.

9. Niech F (t) oznacza jednostkowy wektor styczny do krzywej σ. Ile wynosi
∫
σ
F ◦ds?.

10. Niech F (x, y, z) = (z3 + 2xy, x2, 3xz2). Pokaza¢, »e
∫
σ
F ◦ ds wokóª obwodu

kwadratu jednostkowego jest równa 0.

11. Obliczy¢
∫
σ

2xyzdx + x2zdy + x2ydz, gdzie σ jest krzywa zorientowan¡ ª¡cz¡c¡
(1, 1, 1) z (1, 2, 4).

12. Zaªó»my, »e∇f(x, y, z) = (2xyzex
2
, zex

2
, yex

2
) i f(0, 0, 0) = 5. Obliczy¢ f(1, 1, 2).

13. Niech pole siª b¦dzie okre±lone wzorem F (x, y, z) = −(x, y, z)/r3, gdzie r =√
x2 + y2 + z2. Pokaza¢, »e praca potrzebna do przesuni¦cia obiektu z (x1, y1, z1) do

(x2, y2, z2) zalezy tylko od promieni r1 =
√
x21 + y21 + z21 i r2 =

√
x22 + y22 + z22 .

14. Niech σ : [−a, a] 7→ R3 b¦dzie krzyw¡. Niech γ(t) = σ(−t). Poka», »e
∫
σ
F ds =∫

γ
F ds i

∫
σ
F ◦ ds = −

∫
γ
F ◦ ds.

15*. Niech σ : [a, b] 7→ R3 i γ : [c, d] 7→ R3 b¦d¡ parametryzacjami krzywej takimi, »e
γ = σ ◦ρ, gdzie ρ jest monotoniczne i C1. Je±li σ(a) = γ(c) i σ(b) = γ(d) to ρ′(s) ≥ 0
i ∫

σ

f ds =

∫
γ

f ds,

∫
σ

F ◦ ds =

∫
γ

f ◦ ds.

Je±li σ(a) = γ(d) i σ(b) = γ(c) to ρ′(s) ≤ 0 i∫
σ

f ds =

∫
γ

f ds,

∫
σ

F ◦ ds = −
∫
γ

f ◦ ds.

16*. Niech D b¦dzie obszarem, a C jego brzegiem. Niech σ : [a, b] 7→ R3 i γ : [c, d] 7→
R3 b¦d¡ parametryzacjami C takimi, »e γ = σ ◦ ρ, gdzie ρ jest C1 i ρ′ > 0. Niech
σ(t) + εnσ(t) /∈ D dla 0 < ε ≤ ε0. Wtedy γ(t) + ηnγ(t) /∈ D dla 0 < η ≤ η0.
nσ = (σ′

2(t),−σ′
1(t)), nγ = (γ′2(t),−γ′1(t)).

17. Korzystaj¡c ze wzoru Greena obliczy¢ podane caªki, przy zaªo»eniu, »e krzywe
sa zorientowane dodatnio (dwa podpunkty licz¡ sie jako caªe zadanie).
a)
∫
σ
ydx− xdy, gdzie σjest brzegiem kwadratu [−1, 1]× [−1, 1].

b)
∫
σ
(y2 + x3)dx+ x4dy, gdzie σ jest brzegiem kwadratu [0, 1]× [0, 1].

c)
∫
σ
xy2dy − x2ydx, gdzie σ jest okr¦giem x2 + y2 = a2.

18*. Korzystaj¡c ze wzoru Greena obliczy¢ podane caªki, przy zaªo»eniu, »e parame-
tryzacja brzegu σ jest zorientowana dodatnio. Mo»na na pocz¡tek zaªo»y¢, »e krzywa
jest okr¦giem.
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a)
∫
σ

cos < (v, n) ds, gdzie n = nσ

‖nσ‖ jest jednostkowym zewn¦trznym wektorem

normalnym do krzywej, v dowolnym ustalonym wektorem, a cos < (v, n) jest cosinu-
sem k¡ta mi¦dzy nimi.
b)
∫
σ
(x, y) ◦ n ds.

◦ oznacza jak zwykle iloczyn skalarny, nσ = (σ′
2(t),−σ′

1(t)).

19. Znale¹¢ pole elipsy korzystaj¡c ze wzoru A(D) = 1
2

∫
∂D
xdy − ydx.

20. Znale¹¢ pole obszaru ograniczonego przez jeden ªuk cykloidy x = a(θ − sin θ),
y = a(1− cos θ), a > 0, 0 ≤ θ ≤ 2π i o± x.

21*. Poka», »e koªo jednostkowe jest obszarem elementarnym. Znajd¹ parametryzacje
φ1, φ2, ψ1, ψ2 i poka», ze s¡ one równowa»ne ze standardow¡ parametryzacj¡ okr¦gu.

22*. Niech D b¦dzie obszarem, w którym zachodzi twierdzenie Greena. Zaªó»my, »e
funkcja u(x, y) jest harmoniczna, tzn. ∆u = ∂2u/∂x2 + ∂2u/∂y2 = 0 na D. Pokaza¢,
»e ∫

∂D

∇u ◦ n ds =

∫
∂D

−∂u
∂y
dx+

∂u

∂x
dy = 0,

gdzie n jest jednostkowym zewn¦trznym wektorem normalnym do krzywej, patrz def.
w zadaniu 18.


