
ANALIZA III - LISTA 11

Na ¢wiczeniach nie robimy zadania 1.

1. Niech Φ(u, v) = (u − v, u + v, u) i D bedzie koªem jednostkowym w pªaszczy¹nie
uv. Obliczyc pole powierzchi Φ(D).

2. Obliczyc pole powierzchni helikoidy Φ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ, θ), 0 ≤ r ≤ 1 i
0 ≤ θ ≤ 4π.

3. Obliczyc pole powierchni torusa x = (R + r cosϕ) cosψ, y = (R + r cosϕ) sinψ,
z = r sinϕ, gdzie ϕ, ψ ∈ [0, 2π]. Co by sie staªo, gdyby dopu±ci¢ ϕ, ψ ∈ [0, 4π]?

4. Obliczyc pole powierzchi fragmentu sfery jednostkowej wyci¦tego przez sto»ek√
x2 + y2 ≤ z.

5. Znale¹¢ parametryzacj¦ powierzchni x2 − y2 = 1, gdzie x > 0, −1 ≤ y ≤ 1 i
0 ≤ z ≤ 1. Wyrazi¢ pole powierzcni za pomoca caªki.

6. Znale¹¢ pole powierzchni wykresu funkcji f(x, y) = 2
3

(
x3/2 + y3/2

)
, le»¡cego ponad

kwadratem [0, 1]× [0, 1].

7. Obliczy¢ pole powierzchni okre±lonej przez x+ y + z = 1, x2 + 2y2 ≤ 1.

8. Obliczy¢
∫∫

S
xy dS, gdzie S jest powierzchni¡ czworo±cianu o ±cianach z = 0, y =

0, x+ z = 1 i x = y.

9. Obliczy¢
∫∫

S
z dS, gdzie S jest górna póªsfer¡ o promienu a.

10. Obliczy¢
∫∫

S
xyz dS, gdzie S jest trójkatem o wierchoªkach (1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 1, 1).

11. Obliczy¢
∫∫

S
z dS, gdzie S jest powierzchni¡ z = x2 + y2, x2 + y2 ≤ 1.

12. Obliczy¢
∫∫

S
z2 dS, gdzie S jest brzegiem sze±cianu [−1, 1]× [−1, 1]× [−1, 1].

13*. Obliczy¢ mas¦ sfery o promieniu R, gdzie g¦sto±¢ masy w punkcie (x, y, z) jest
równa odlegªo±ci tego punktu od ustalonego punktu (x0, y0, z0) tej sfery. Wsk. Masa,

to caªk¡ powierzchniow¡ z g¦sto±ci. Wybra¢ wªa±ciwe wspóªrz¦dne.

14. Metalowa powªoka S ma ksztaªt górnej póªsfery o promieniu R. G¦sto±¢ masy w
(x, y, z) wynosi ρ(x, y, z) = x2 + y2. Znale¹¢ caªkowit¡ mas¦ S.

15. Znale¹¢ ±rodek masy cz¦±ci sfery o promieniu R le»¡cej w pierwszym oktancie,
przy zaªo»eniu, »e masa jest proporcjonalna do powierzchni. Wsk. ±rodek masy to
punkt

1∫∫
S
dS

(∫∫
S

x dS,

∫∫
S

y dS,

∫∫
S

z dS

)
.
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16. Niech v, u ∈ R3, a R b¦dzie równolegªobokiem wyznaczonym przez 0, u, v. Poka»,
ze pole równolegªoboku A(R) = ‖u× v‖.
17. Zaªó»my, »e temperatura w punkcie powierzchni jest dana wzorem T (x, y, z) =
3x2 + 3z2. Obliczy¢ przepªyw ciepªa przez powierzchni¦ x2 + z2 = 2, 0 ≤ y ≤ 2, przy
k = 1. Wsk. Przepªyw ciepªa to caªka zorientowana

∫∫
S
(−k∇T ) ◦ dS.

18. Obliczy¢ przepªyw ciepªa przez sfer¦ jednostkow¡, je±li T (x, y, z) = x. Poda¢
interpretacj¦ �zyczna wyniku.

19. Niech S b¦dzie powierzchni¡ zamkni¦t¡ zªo»on¡ z górnej póªsfery jednostkowej
i jej podstawy x2 + y2 ≤ 1, z = 0. Niech E(x, y, z) = (2x, 2y, 2z) b¦dzie polem
elektrycznym w R3. Obliczy¢ strumie« elektryczny przez S. Wsk. mo»na liczy¢
strumie« elektryczny

∫∫
S
E ◦ dS niezale»nie po górnej póªsfery jednostkowej i po jej

podstawie.

20. Silna jednostajna ulewa powoduje przepªyw wody zgodnie z polem wektorowym
F (x, y, z) = (0, 0,−1). Znale¹¢ caªkowity przepªyw przez powierzchni¦ boczn¡ sto»ka

z =
√
x2 + y2, x2 + y2 ≤ 1. Wsk. przepªyw to

∫∫
S
F ◦ dS.

21. Mocny wiatr powoduje, »e deszcz z zadania 23 zaczyna pada¢ pod k¡tem 45◦ i jest
opisany polem wektorowym F (x, y, z) = −(

√
2/2, 0,

√
2/2). Jaki jest teraz przepªyw

wody przez powierzchni¦ boczn¡ sto»ka z =
√
x2 + y2, x2 + y2 ≤ 1.


