
ANALIZA III - LISTA 10

1*. Poka», »e dla ω ∈ Γk(Rd), η ∈ Γm(Rd) mamy

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

Wsk. Zrobi¢ najpierw dla ω b¦d¡cego funkcj¡, potem dla ω = dxi1 ∧ ... ∧ dxik i

η = dxj1 ∧ ...∧ dxjm, kolejno dla ω = fdxi1 ∧ ...∧ dxik i η = dxj1 ∧ ...∧ dxjm. Mo»na

zacz¡¢ od k = 1 = m i zobaczy¢, co si¦ dzieje.

Uwaga: tu wystarcz¡ formy klasy C1.

2. Poka», »e dla ω ∈ Γk(Rd) mamy d(dω) = 0 czyli d2 = 0. Wsk. Zrobi¢ najpierw

dla ω b¦d¡cego funkcj¡, potem dla ω = dxi1 ∧ ... ∧ dxik , w ko«cu dla potem dla

ω = g dxi1 ∧ ... ∧ dxik , g ∈ C∞(Rd).
Uwaga: tu wystarcz¡ formy klasy C2.

3*. Poka», »e dla ω ∈ Γk(Rd) i f : Rd 7→ Rm mamy

(0.1) f ∗(dω) = d(f ∗(ω))

Wsk. Zacz¡¢ od 0-formy czyli funkcji, a potem indukcyjnie zwi¦ksza¢ rz¡d formy

bior¡c ω = ω1 ∧ dxi, gdzie dla ω1 juz mamy (0.1) .

4. Poka», »e

• f ∗(ω1 + ω2) = f ∗(ω1) + f ∗(ω2)
• f ∗(g · ω) = (g ◦ f) · f ∗(ω)

5. Poka», »e f ∗(ω ∧ η) = f ∗(ω) ∧ f ∗(η)

6. W R2 piszemy dx, dy zamiast dx1, dx2, w R piszemy dt zamiast dx1. Niech γ :
[a, b] 7→ R2 b¦dzie krzyw¡. Policz γ∗(dx), γ∗(dy). Zastosuj to do γ(t) = (t, ϕ(t)), γ(t) =
(c, t) i zobacz co wyjdzie. Policz γ∗(Pdx + Qdy), gdzie P,Q s¡ funkcjami. Zauwa»,
»e wg naszej wczesniejszej notacji∫

γ

Pdx+Qdy =

∫
[a,b]

γ∗(Pdx+Qdy).

7. Niech f : R2 7→ R2 b¦dzie klasy C1. Policz f ∗(dx ∧ dy).

8. Dla 2-formy g dx ∧ dy piszemy∫
D

g dx ∧ dy :=

∫
g(x, y) dxdy,

1
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gdzie I jest odcinkiem, a D obszarem na pªaszczy¹nie. Poka», »e twierdzenie Greena
mówi ∫

∂D

ω =

∫
D

dω,

gdzie ω = Pdx+Qdy.

9*. Odwzorowanie T (r, θ) = (r cos θ, r sin θ) = (x, y) przeprowadza (0,∞)× [0, 2π) 7→
R2 \ {(0, 0)} wzajemnie jednoznacznie. Wyra¹ wzorami r, θ za pomoc¡ x, y tak by
otrzyma¢ funkcje klasy C1. To jakby bezpo±redni dowód o tym, »e mo»na odwróci¢
T w sposób C1. Nie da si¦ tego jednak zrobi¢ jednym wzorem na caªym R2 \{(0, 0)},
trzeba rozbi¢ R2 \ {(0, 0)} na podzbiory, gdzie b¦d¡ ró»ne wzory. Na ile podzbiorów
musimy rozbi¢ R2 \{(0, 0)} je±li dodatkowo b¦dziemy wymagali by byªy one otwarte?

10*. Uzasadni¢ rysunkowo, ale porz¡dnie ostatni¡ równo±¢ w przykªadzie 2.30.


