Algebra II (ISIM), lista 6 (2.12.2020, deklaracje 30.11.2020).

Teoria: Grupa wolna: definicja, konstrukcja, wtasnosci. Przyktady (lemat ping-
pongowy). Grupy opisane (prezentowane) przez relacje. Komutant, abelianizacja.

1.

10.

11.

12

Zatozmy, ze grupa G jest abelowa. Udowodni¢, ze:

(a)— Jesli kazdy element niezerowy grupy G ma rzad 2, to grupa G jest izomor-
ficzna z sumg prosta pewnej liczby kopii grupy Zs,.

(b) To samo, co w (a), lecz z liczba 2 zastapiona przez liczbe pierwsza p.

(c) Jesli grupa G jest beztorsyjna i podzielna, to G jest izomorficzna z suma
prosta pewnej liczby kopii (Q, +).

(Wsk: w (a) 1 (b) wprowadzi¢ w grupie G naturalna strukture przestrzeni li-
niowej nad ciatem Z,, w (c) nad ciatem Q.)

. Udowodnié¢, ze dziatanie konkatenacji w zbiorze stéw nieskracalnych F(X) jest
taczne.

Zatozmy, ze X C (. Udowodnicé, ze X jest zbiorem wolnych generatorow grupy
F = (X) <= warto$¢ w grupie G kazdego nieskracalnego stowa o # ¢ nad
X jest rézna od eg.

. W wolnej grupie F(a,b) rangi 2 wskaza¢ podgrupe wolng rangi nieskoriczone;.
~ Sprawdzi¢, ze macierze z wyktadu generuja wolna grupe rangi 2.

* Wskaza¢ niepuste roztaczne zbiory A, B C N i permutacje 0,7 € Sym(N),
ktore spetniaja warunek z lematu pingpongowego.

* Udowodnié¢, ze produkt wolny grup G * H z naturalnymi zanurzeniami iq :
G—GxH, ig: H— Gx H jest ko-produktem w kategorii grup.

. (a) Udowodnié, ze F(X)ap = D,ex Zx, czyli: jest wolna grupa abelowa rangi
| X|.
(b) Udowodni¢, ze jesli F' jest grupa wolng oraz X,Y sa dwoma zbiorami jej
wolnych generatorAtw, to X 1Y sa réwnoliczne (wiec pojecie rangi grupy wolnej
jest dobrze okreslone). (wsk: rozwazy¢ Fyy, skorzystaé z zadania 5.8).

Zatozmy, ze X C G, R jest pewnym zbiorem relacji grupowych na X, ktére
zachodza w G. Udowodnié¢, ze istnieje homomorfizm f : (X|R) — G taki, ze
flx = idx.

Udowodnié, ze (a) Z,, = (z|z" = e)

(b)* Dy, = (z,ylz" =y* = e,yzy~ ' =a71)

* Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace dla wszystkich x € R
warunki: f(2z) = 2f(z) — 11 f(xr +2) = 4 + f(x). (wsk: Niech G bedzie
podgrupa grupy Sym(R) generowana przez funkcje s,t dane wzorami s(x) =
2z, t(x) = x 4+ 1. Wyznaczy¢ orbity dzialania grupy G na R.)

. * Udowodni¢, ze grupa Burnside’a By 3 jest skonczona.



