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Zadanie 1. Niech (X1, p1) i (X2, p2) beda przestrzeniami metrycznymi. Jednostajna ciagto$é funkcji
[ X1 — Xo definiujemy przez warunek

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz,y € X1)(p1(z,y) <0 = pa(f(2), f(y)) <e).

Taka funkcja spetnia warunek Lipschitza jezeli istnieje stata Lipschitza L > 0, taka Ze dla dowolnych
xz,y € Xy zachodzi nieréwnosé

p2(f(z), f(y)) < L p1(z,y).

Pokazaé, Ze warunek Lipschitza implikuje jednostajna ciggtosé, a jednostajna ciagtos$é pocigga za sobg
ciqgtodé, ale implikacje przeciwne nie muszq zachodzié (podaé kontrprzyktad).

Rozwiazanie. Wezmy dowolne przestrzenie metryczne (X1, p1), (Xa, p2) oraz funkcje f: X1 — Xo
spelniajaca warunek Lipschitza i niech L bedzie stata Lipschitza dla funkcji f. Wezmy dowolny ¢ > 0.
Niech 6 = ¢/L. Wtedy dla dowolnych z,y € X; zachodzi

pr(z,y) <0 = pa(f(z), f(y) < L-pi(z,y) <L-6=ce.

Zatem warunek Lipschitza pociaga za soba jednostajng ciagloscé. O

Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa — wezmy X; = X = R ze standardowa metryka
euklidesowa oraz niech f(x) = \/m . Funkcja ta jest jednostajnie ciagla: wezmy dowolny € > 0 oraz
ustalmy & = 2. Wtedy dla dowolnych x,y € R takich, ze |z — y| < & zachodzi

Vel = VIl < V2l = iyl - 1V]el + Vil = |z —yl < €.

Zalézmy teraz nie wprost, ze f spelnia warunek Lipschitza dla stalej L > 0. WeZmy zatem
T = ﬁ,y =0, wtedy

1
fozxzzx(lszx):m(lf§)>0 < x> Lz.

Zatem nie ma takiego L ktore spelnialoby warunek dla wszystkich x,y € R. O

Nalezy jeszcze pokazaé, ze funkcja jednostajnie ciagla jest ciagta. WeZmy dowolne przestrzenie
metryczne (X1, p1), (X2, p2) oraz funkcje f: X; — Xo jednostajnie ciagla. Wezmy dowolny punkt
x € X oraz dowolna kule By (f(z),r) w (Y, p2). Z jednostajnej ciagtosci mozemy wybraé ¢ taka, ze
dla dowolnego z’ € X zachodzi p1(z,2") <0 = p2(f(x), f(2')) < r. W takim razie dla kazdego
punkt 2’ € Bx(z,d) mamy f(z') € By (f(z),r), stad dostajemy f[Bx(z,d)] C By (f(x),r).

Skoro dowolne otwarte otoczenie U punktu f(z) jest suma kul w (Y, p2), to dla kazdej z tych kul
mozemy znalezé odpowiednia kule w (X, p1), suma tych kul bedzie wtedy otoczeniem z, a ich obraz
bedzie zawarty w U, co jest réwnowazne ciaglosci f. O

Na koniec pokazemy, ze implikacja odwrotna nie zachodzi. Wezmy funkcje f(x) = x2. Jest
oczywiscie ciaglta. WeZmy ¢ = 1 oraz dowolna § > 0. Niech z = 1/0,y = x + 6/2. Wtedy |z — y| =
d/2 < 9, ale

|22 — | =1+ 6%/4>1=¢.

Zatem f nie jest jednostajnie ciagla.



Zadanie 2. Przestrzeri X nazywamy lokalnie zwarta, jesli dla kazdego v € X istnieje taki otwarty
r €U C X taki, ze U jest zwarty.

(a) Pokazad, Ze zardwno otwarte, jak i domkniete podprzestrzenie lokalnie zwartej przestrzeni Haus-
dorffa sq lokalnie zwarte.

(b) Czy R™,n=1,2,... zmetrykq euklidesowq jest lokalnie zwarta?

(c) Czy 2bidr liczb wymiernych z metrykq euklidesowq jest lokalnie zwarty?
Rozwiazanie. Zeby pokazaé pierwszy punkt udowodnimy najpierw nastepujacy lemat:
Lemat. Lokalnie zwarta przestrzen Hausdorffa jest reqularna.

Dowdd. Wiemy, ze zwarta przestrzen Hausdorffa jest normalna (co za tym idzie — regularna, tylko
to nam sie przyda). WeZzmy jakas lokalnie zwarta przestrzen (X, 7)), jej domkniety podzbiér F oraz
dowolny punkt 2 € X \ F. Z zalozenia mozemy wybraé otwarty podzbiér x € W C X, ze W
zwarty. Spéjrzmy na podprzestrzen indukowana, przez W, oznaczmy ja Ty . Z jej wlasnosci wiemy, ze
FNW jest w niej domkniety, zatem z regularnoéci W mozemy wybraé rozlaczne otwarte podzbiory
Uw, Vi € Tw, ze © € Uy oraz (F NW) C Vyy. Nietrudno zauwazyé, ze Uy N F = ) oraz ze Uy
domkniety réwniez w X.

Zauwazmy, ze Uyy = U N W z definicji topologii indukowanej dla pewnego U otwartego w X.
Stad tez widaé, ze x € U oraz ze (UNW)NF C (UNW)NF = Uy N F = (). Zalozyliémy, ze W
otwarte, wiec U N W jest otwartym otoczeniem z rozlacznym z F. Dodatkowo U N W C Uy, stad
zbiory otwarte U N W oraz X \ Uy sa rozlacznymi otoczeniami kolejno = oraz F. O

(a) Przejdzmy do rozwiazania pierwszej czesci zadania, czyli ze otwarte podzbiory lokalnie zwartej
przestrzeni Hausdorffa sa lokalnie zwarte. Wezmy dowolna przestrzenn Hausdorffa lokalnie
zwarty (X, T). Wybierzmy jaki§ U € T i indukowana, przez niego topologie Tyy. Ustalmy punkt
x € U. Chcemy znalezé jakies jego otoczenie, ktorego domkniecie jest zwarte. Z zalozenia
zadania mozemy wybra¢ x € W C X, ze W zwarta. Z naszego lematu X jest regularny, w
takim razie z zadania 4 z listy 5 wiemy, ze istnieje otwarty x € V C X, ze V C U. Stad
WnvnU=WnNV, wiec WNV jest domknietym zbiorem w U. Z drugiej strony WNV
jest domknietym podzbiorem zwartego W, wiec tez jest zwarte. Znalezliémy zatem otoczenie
xr e WNV CU, ktérego domkniecie jest zwarte, zatem U jest lokalnie zwarte. O

Wezmy teraz dowolny domkniety podzbiér F' C X oraz topologie indukowana przez niego Tp.
Ustalmy = € F. Z zalozenia mozemy wybraé takie z € W C X, ze W jest zwarty. Z drugiej
strony W N F jest domkniety w przestrzeni F ale zwarty, bo to domkniety podzbiér przestrzeni
zwartej W, zatem W N F jest zwarty i zawiera z oraz clp(W N F) = W N F, zatem W N F jest
otwartym otoczeniem x w zbiorze F, stad F jest lokalnie zwarty. O

(b) R™ jest lokalnie zwarta. Z wniosku 2.1.14 w skrypcie wiemy, ze podzbiér R™ jest zwarty tylko
wtedy, gdy jest ograniczony i domkniety. Wezmy zatem dowolny punkt z = (z1, ..., z,,). Wtedy
B(x,1) jest ograniczonym zbiorem domknietym, zatem jest zwarty.

(¢) Z drugiej strony Q nie jest lokalnie zwarta poniewaz nie zawiera takiego otwartego zbioru,
ze jego domkniecie jest zwarte. Natychmiast wynika to z tego, ze w liczbach wymiernych sa
ciagi, ktére nie maja podciagdéw zbieznych do liczb wymiernych. Jesli takie wyjasnienie nie jest
wystarczajace, to tutaj przytaczam szczegdlowy sposob szukania takich ciagéw dla dowolnego
otwartego zbioru.

Wezmy dowolny W C Q otwarty. W jest suma kul, zatem wybierzmy sobie jakas kule B(z,r) C
W i bez straty ogdlnosci zalézmy, ze r jest wymierne (jesli jest niewymierne to mozemy wybraé
jaka$ wymierng liczbe mniejsza od 7 i wieksza od 0, kula o takim promieniu bedzie zawarta
w B(z,r)). Na chwile zapomnijmy ze jeste$my w liczbach wymiernych. Wezmy jaka$ liczbe
q € Q taka, ze 0 < ¢ < . Wtedy x + ¢ - e jest liczba niewymierna oraz zawiera sie w przedziale
(x,z 4+ 7). Ciag a, =2+ q- (1 + %)” jest wymierny, wiekszy od z ale mniejszy od x + r,
bo w liczbach rzeczywistch (1 + %)” zbiega do e od dotu. WskazaliSmy zatem ciag zawarty
w B(x,r) € W ktéry nie ma zbieznych podciagéw w zbiorze liczb wymiernych (wszysktkie
zbiegaja do = + ge), zatem zbiér W nie jest zwarty (tw. 2.1.4 (ii) ze skryptu).



Zadanie 3. Niech Y bedzie zbiorem niepustym i niech oo bedzie punktem nienaleZgcym do Y.
Rozwazmy przestrzern X =Y U{oo} z jednym punktem skupienia: deklarujemy, ze kazdy zbiér A C'Y
jest otwarty, natomiast zbiory otwarte zawierajgce oo sq postaci {oo} U (Y \ I), gdzie I CY jest
skoriczony.

(a) Sprawdzié, ze faktycznie zdefiniowalismy topologie na X .

(b) Ustalié, kiedy ta topologia ma baze przeliczalng i kiedy jest osrodkowa.
(¢) Podaé wzory na domkniecie i wnetrze dowolnego zbioru A C X.

(d) Wykazaé, ze X jest przestrzeniq normalng.

Rozwiazanie. Oznaczmy zdefiniowana w zadaniu topologie na X przez T. Faktycznie, jest to
topologia, gdyz:

1.0CX = 0eToraz X ={cc}U(Y\0) = X €T,

2. Wezmy ciag Uy, Us, ..., U, zbioréw z T. Jesli oo € U; dla kazdego i = 1,2,...,n,to V =
Nie Ui = {oc} UNL, (Y \ L) = {oco} U (Y \ U, L;) dla pewnych zbioréw skorczonych
I,.... I, zatem V = {oco} U (Y \ I) dla skoiczonego I = (J;_, I;, zatem V € T. Jedli jest
chociaz jedno takie i, ze oo € U;, to oo € (i, U; =V, azatem V C Y, wiec V € T.

3. Wezmy dowolna rodzine U C 7. Jesli co nie nalezy do zadnego zbioru z U, to suma tej rodziny
zawiera sie w Y, wiec jest w zdefiniowanej przez nas topologii. W p.w. jest taki co € U € U,
ale w takim razie U nie ma jedynie skonczenie wielu elementéw z Y, wiec tym bardziej suma
U nie ma jedynie skoriczenie wielu elementéw z Y oraz zawiera oo, wiec | JU € T

Rozwiazemy najpierw (c). Wezmy dowolny zbiér V' C X. Pokazemy najpierw wzory na domkniecie.
Rozwazmy kilka przypadkéw:

e 00 € V. Wtedy V = V. Faktycznie, wezmy dowolny element = & V. Z zalozenia x # oo, wiec
zbior U = {z} jest otwarty, wiec jest otoczeniem x ktére ma puste przeciecie z V', zatem x &€ V',
astad V =1V.

e 0o & V oraz V skoniczony. Wtedy réwniez V = V. Z tego samego argumentu co poprzednio,
jesli z rézny od oo oraz nie jest w V, to {x} jest otwartym otoczeniem x nieprzecinajacym V.
Z drugiej strony zbiér {oo} U (Y \ V) jest otoczeniem oo ktére kroi sie pusto z V', wiec ono tez
nie nalezy do V. Stad V = V.

e W przeciwnym przypadku V jest nieskoticzone oraz oo € V. Wtedy V = V U {cc}: dowolne
otoczenie 0o ma niepuste przeciecie z V', a dowolny inny punkt z # oo z tego samego argumentu
co w poprzednich punktach nie nalezy do V.

Wzory na wnetrze sa prostsze: jesli V € T to oczywiscie Int V = V. W p.w. przypadku oo € V oraz
nie ma takiego skonczonego I, ze (Y \ I) C V. Wtedy Int V' = V' \ {oo}. Nie ma takiego otoczenia
oo ktére byloby zawarte w V', a z drugiej strony V' \ {oco} jest otwarty.

PrzejdZzmy teraz do rozwiazania (b). Ze wzoréw na domkniecie natychmiast wynika, ze nasza
przestrzen jest osrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy jest X jest przeliczalny. Implikacja w lewa strone
jest trywialna, natomiast w druga musimy jedynie zauwazy¢, ze domkniecie dowolnego zbioru doda
do niego co najwyzej jeden element, wiec nie znajdziemy takiego przeliczalnego podzbioru X, zeby
jego domkniecie byto nagle nieprzeliczalne.

Podobny warunek zachodzi dla przeliczalnosci bazy, tj. nasza przestrzenn ma przeliczalng baze
tylko wtedy, kiedy X jest przeliczalny. To wynika natychmiast z faktu, ze podprzestrzen indukowana
przez zbiér Y jest dyskretna, a jej najmniejsza baza jest zbiér B = {{y}: y € Y} ktéry ma moc
réwna mocy Y (weZmy jakas inng baze B’ przestrzeni dyskretnej Y, wtedy elementy B musza by¢
jakas suma elementéw B'; ale w B sa jedynie singletony, wiec B C B’). Jesli Y przeliczalne, to

B={{z}: 2 € Y} U{{oo} U (Y \ I): I skoriczony zbidér zawarty w Y}

jest przeliczalna baza T.

Rozwiazmy teraz podpunkt (d). Wezmy dwa dowolne rozlaczne zbiory F, G domkniete. Jesli oo
nie nalezy do zadnego z nich, to te zbiory sa jednoczesnie otwarte. Zalézmy teraz, ze oo € F. Skoro
G domkniety, to (Y \ G) jest otwarty oraz co € (Y \ G), a zatem G musi by¢ skoriczony. G jest
oczywiscie jednoczesdnie otwarty, a otwarty zbiér (Y \ G) musi zawiera¢ F. Zatem nasza przestrzen
jest normalna.



Zadanie 4. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczng zupetng, f: Y — R funkcja okreslona na
podprzestrzent Y C X i dy(z,y) = d(z,y) + |f(x) — f(y)|. Pokazaé, ze przestrzer metryczna (Y,dy)
jest zupetna wtedy 1 tylko wtedy, gdy wykres f jest domkniety w iloczynie kartezjariskim X x R
przestrzeni X i prostej euklidesowej.

Rozwiazanie. W rozwiazaniu pozwalamy sobie pomija¢ te uwage, ale z tylu glowy pamietamy, ze
metryki przyjmuja tylko nieujemne wartosci. Metryke iloczynu przestrzeni metrycznych uzywamy
standardowej, takiej jak w skrypcie.

Aby udowodnié¢ teze zadania, pokazemy implikacje w dwie strony:

e “=" Wezmy dowolny ciag zbiezny (yn, f(yn)) punktéw z wykresu. Powiedzmy, ze ten ciag
zbiega do (z,r) € X x R. Wezmy dowolny £ > 0 oraz ustalmy odpowiednie ng takie, ze dla
dowolnych n,m > ng zachodzi

max{d(yn, ), |f(yn) — 7|} < /4 oraz max{d(Yn, Ym), |f(yn) — f(ym)|} < /4

(mozemy wybraé takie ng ze wzgledu na zalozenia o zupelosci X; wiemy tez, ze iloczyn
dwo6ch metrycznych przestrzeni zupelych jest zupely). Zauwazmy, ze z drugiego warunku
ciag (yn)oZ, jest cauchy’ego w (Y, dy). Faktycznie, z wlasnosci funkeji max musi byé tak, ze
ktérykolwiek z wyrazéw jest mniejszy od e/4. Sumujac nieréwnosci stronami nastepuje

5/2 > d(ynvym) + |f(yn) - f(ym)‘ = df(ynvyn)~

Z zalozenia o zupelnosci Y wiemy, ze ten ciag musi do czego$ zbiegaé¢ (w metryce dy), niech
zbiega zatem do pewnego y € Y. Bez straty ogdlnoéci mozemy zalozy¢, ze ng bylo wybrane
tak, ze dla n > ng zachodzi

df(Yn,y) = d(Yn,y) + | f(yn) — f(y)] < /2.

Wtedy korzystajac z nieréwnosci tréjkata i sumujac odpowiednie nieréwnosci stronami dosta-

jemy, ze
d<x’y) < d(‘r7yn> + d<yn7y) < d(mayn) +d(yn7y) + |f(yn) - f(y)‘ <e
N——
<e/4 <e/2
|f(y) =7l < 1f ) = Fn)| + 1 (yn) =] < d(y,yn) + [ F (W) = Flyn) |+ [ flyn) — 7] <&
<e/2 <e/4

Skoro € moze by¢ dowolnie maty, to d(y,z) = 0,|f(y) — r| = 0, wiec z aksjomatéw metryki
dostajemy © = y,r = f(y). Okazuje si¢ zatem, ze dowolny zbiezny ciag punktéw z wykresu f
zbiega do jakiego$ punktu na tym wykresie, wiec Gr(f) jest domkniety w X x R. O

o “<="” Wezmy dowolny ciag cauchy’ego (y,)ne, w przestrzeni (Y, ds). Wybierzmy ¢ > 0. Wtedy
jest takie ng, ze dla dowolnych n, m > ng zachodzi

df(yn; Ym) = d(Yn,Ym) + 1 f(yn) — f(ym)| < e/2.

Z tego wynika, ze d(yn, ym) < /2, f(yn) — f(ym)| < €/2, wiec ciag y, jest cauchy’ego w X,
a clag f(yn) w R. Obie te przestrzenie sa zupele, wiec jest taki y oraz taki r, ze y, — v,
flyn) — 7. Z wlasnosci iloczynu przestrzeni metrycznych dostajemy, ze (yn, f(yn)) — (y,7),
ale to jest ciag punktéw z wykresu ktory wg zalozen jest domkniety, wiec musi zachodzié
y € Y,r = f(y). Stad wnioskujemy, ze dla pewnego n; i wszystkich n > ny zachodzi

A(Yn,y) < /2N |f(yn) — f(Y) <e/2 = df(yn,y) <e.

Z dowolnosci wyboru ¢ dostajemy y, — y w przestrzeni (Y,dy), a z dowolnosci wyboru y,,
kazdy ciag Cauchy’ego w Y jest zbiezny, wiec Y jest zupelna. O



Zadanie 5. Niech (X, d) bedzie przestrzeniq zwarta metryczng i niech K(X) bedzie rodzing wszystkich
niepustych zbioréw domknietych w X. Pokazaé, ze topologia generowana przez (K(X),dp), gdzie dy
jest metryka Hausdorffa, jest zadana przez baze

{KeK(X): KCUy,KNU; #0,...,KNU, # 0},

gdzie Uy, ..., U, saq zbiorami otwartymi w X. W pierwszej kolejnosci pokazaé, ze zbiory powyiszej
postaci stanowiq baze pewnej topologii K(X).

Rozwiazanie. Zanim przejdziemy do rozwiazania opisze stosowana przeze mnie notacje:

e Dla pewnej skoriczonej rodziny U = {Uy, Uy, ..., Uy} otwartych zbioréw w X przez K(U) mam
na mysli element bazy zdefiniowanej w zadaniu, czyli zbior

(K e K(X): K CUy, KNU; #0,...,KNU, # 0}.

Czasem pisze K = K(U), wydaje mi sie ze konflikt nazwy funkcji z nazwa elementu bazy nie
stanowi zagrozenia dla czytelnosci.

e Przez By oznaczam baze topologii K(X), czyli

Br = {K(U): U skoticzona rodzina otwartych zbioréw z X}.

e Przez Br(t,r) oznaczam kule topologii metrycznej T' o srodku w ¢ i promieniu 7, np. B (x)(K,7)
jest kula w topologii zadanej przez metryke Hausdorffa na zbiorze K(X).

e Przeladowuje nazwe funkcji d, z kontekstu jasno wynika jak jej uzywam, ale dla pewnosci: jesli
x,y € X,tod(z,y) jest po prostu odleglodcia w danej przez zadanie metryce, jesliz € X, Y C X,
to d(x,Y) = inf{d(z,y): y € Y}, jesli Z)Y C X, to d(Z,Y) = sup{d(z,Y): z € Z}. Wtedy
dn(2,Y) = max{d(Z,Y),d(Y, Z)}

Chcemy zobaczy¢, ze By jest w ogdle baza jakiej$ topologii K (X). Musimy zatem pokazaé dwa
punkty z twierdzenia 1.2.6 ze skryptu.

o Bk = K(X): zbiér K({X}) = K(X) — kazdy zbiér domkniety jest zawarty w calej przestrzeni,
ktéra jest otwarta, wiec kazdy zbiér domkniety nalezy do K({X}).

e Dla dowolnych K1, Ko € By i punktu F' € K1 N Ky jest jaki$ zbiér K taki, ze F € K C K1 NKo:
Jeéll ICl = K:({Uo, (]17 ey Un})7 ICQ = IC({VE)7 ‘/1, RN Vm})7 to Wtedy

K=K({UsnVo,Ur,...,Up,V1,...,Vin})
jest szukanym przez nas K dla dowolnego F (pozwole sobie nie pokazywaé tego szczegétowo —
trudnosé tej czesci to pikus w poréwnaniu do reszty zadania).

Pokazemy teraz gléwna czes¢ zadania. W tym celu udowodnimy, ze baza topologii generowanej
przez metryke (czyli zbiér kul w tej metryce) jest rodzing zbioréw otwartych w topologii generowanej
przez By i odwrotnie.

e Chcemy pokazaé ze kule w topologii metrycznej sa otwarte w topologii generowanej przez By .
Dokladniej, pokazemy, ze dla dowolnej kuli By (x)(F,7) i dla dowolnego A € By (x)(F,r) jest
taki zbiér K € By, ze A € K C Bg(x)(F,r) (tw. 1.2.6 ze skryptu).

Niech ' =r — dp(F, A) > 0. Spdjrzmy na rodzine kul w topologii indukowanej przez A:
U ={Ba(a,r"/2): a € A}.

Jest to oczywiscie jakies pokrycie A, zatem ze zwarto$ci A mozemy z niego wybraé skonczone
pokrycie Ba(ay,7'/2),..., Ba(an,r’'/2). Zauwazmy, ze kule w A maja swoje odpowiedniki w
X ktére pokrywaja A, to oczywiscie Bx (a1,7'/2), ..., Bx(an, ' /2). Zadeklarujmy zatem zbiér

K=K ({O Bx (a;,r'/2),Bx (a1,7"/2),...,Bx (an,r’/Q)}> )

i=1

Oczywiscie A € K. Wezmy teraz dowolny zbior C' € K. Chcemy pokazaé, ze jest on tez w
B x)(F,r). W tym celu pokazemy, ze dj(A,C) < r'. Wezmy dowolny element a € A. Punkt



a nalezy do pewnej kuli z naszego pokrycia, czyli a € Bx(a;,r'/2) dla pewnego i. Wiemy, ze C
ma nietrywialne przeciecie z ta kula, zatem d(a,C) < 2-1r'/2 =¢'. W takim razie d(4,C) < r’.
Analogicznie pokazujemy, ze d(C, A) < r', a zatem dp(A,C) < r'. Mozemy z nieréwnosci
tréjkata napisac

dp(F,C) < dp(F,A) +dp(A,C) =71 —1" +dp(A,C) <r—7r"+7" =r.
Otrzymalismy zatem inkluzje K C By (x)(F,r) i pokazaliémy to co chcieliémy. O

Chcemy teraz pokazaé, ze dla dowolnego zbioru I € Bg i punktu K € K jest kula o srodku w
K zawarta w KC (to zapewni nam, ze nasza baza By jest rodzina otwartych zbioréw w topologii
generowanej przez metryke Hausdorffa). Musimy znaleZé odpowiedni promieri. W tym celu
wyznaczymy na niego kilka gérnych ograniczen i wezmiemy z nich infimum. Niech K = (/) dla
pewnej rodziny otwartych zbioréw Uy, Uy, ..., U,. Zauwazmy, ze bez straty ogdlnosci mozemy
zalozy¢, ze U; CUp dlai=1,2,...,n.

Zajmiemy sie najpierw tym, zeby wszystkie punkty w kuli na pewno zawieraty sie w Uy. Wiemy,
ze zbiér K jest zwarty, poniewaz jest domknietym podzbiorem zwartej przestrzeni, zatem {Up}
jest jakim$ jego pokryciem. Mozemy zatem z tw. 2.1.4 (ii) oraz lematu 2.1.3 znalez¢ liczbe
Lebesgue’a ro > 0 dla tego pokrycia. Wtedy dowolny F' € By (x)(K,rg) zawiera sie w Up.
Faktycznie, skoro dla dowolnego punktu 2 € K kula Bx(z,rq) zawiera sie w Uy, to suma
S = Uuex Bx(w,m0) € Up. Z drugiej strony nietrudno zauwazy¢, ze F' C S. Gdyby jakis
element F' wykraczal poza S, to jego odlegtos¢ od K w metryce Hausdorffa bytaby co najmnie;j
réwna 7o, a to przeczy naszemu zalozeniu o tym, ze F' € By (x)(K,10). Zatem F C S C Uj.

Spréobujemy teraz ograniczy¢ promien tak, aby na pewno zbiory w kuli mialy niepuste przeciecie
z dowolnym elementem Uy, Us,...,U,. Wybierzmy zatem jaki$ zbiér U; dla pewnego i =
1,2,...,n. Wybierzmy jakis§ punkt x € K NU; # (). Skoro U; jest jakim$ otwartym otoczeniem
x, to mozemy wybrac r; > 0 takie, ze Bx(z,r;) C U;. Zobaczmy, ze jesli F' € By (x)(K,13),
to F N Bx(x,r;) # 0 (w kuli o promieniu 7; i rodku w z musi by¢ jakis element F', inaczej
d(z,F) > r;), a zatem F ma réwniez niepuste przeciecie z U;.

Oczywiste w tym momencie jest, ze jesli przyjmiemy r = min{rg,r1,...,7,}, to dla dowol-
nego F' € B (x)(K,r) zachodza wszystkie konieczne warunki, zeby stwierdzi¢, ze ' € K. Z
dowolnoéci wyboru F' mamy K € By (x)(K,r) C K czyli to co chcielidmy. O



