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Zadanie 1. Niech (X1, ρ1) i (X2, ρ2) b ↪ed ↪a przestrzeniami metrycznymi. Jednostajn ↪a ci ↪ag lość funkcji
f : X1 → X2 definiujemy przez warunek

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x, y ∈ X1)(ρ1(x, y) < δ =⇒ ρ2(f(x), f(y)) < ε).

Taka funkcja spe lnia warunek Lipschitza jeżeli istnieje sta la Lipschitza L > 0, taka że dla dowolnych
x, y ∈ X1 zachodzi nierówność

ρ2(f(x), f(y)) ≤ L · ρ1(x, y).

Pokazać, że warunek Lipschitza implikuje jednostajn ↪a ci ↪ag lość, a jednostajna ci ↪ag lość poci ↪aga za sob ↪a
ci ↪ag lość, ale implikacje przeciwne nie musz ↪a zachodzić (podać kontrprzyk lad).

Rozwi
↪
azanie. Weźmy dowolne przestrzenie metryczne (X1, ρ1), (X2, ρ2) oraz funkcj ↪e f : X1 → X2

spe lniaj ↪ac ↪a warunek Lipschitza i niech L b ↪edzie sta l ↪a Lipschitza dla funkcji f . Weźmy dowolny ε > 0.
Niech δ = ε/L. Wtedy dla dowolnych x, y ∈ X1 zachodzi

ρ1(x, y) < δ =⇒ ρ2(f(x), f(y)) ≤ L · ρ1(x, y) < L · δ = ε.

Zatem warunek Lipschitza poci ↪aga za sob ↪a jednostajn ↪a ci ↪ag lość.
Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa – weźmy X1 = X2 = R ze standardow ↪a metryk ↪a

euklidesow ↪a oraz niech f(x) =
√
|x|. Funkcja ta jest jednostajnie ci ↪ag la: weźmy dowolny ε > 0 oraz

ustalmy δ = ε2. Wtedy dla dowolnych x, y ∈ R takich, że |x− y| < δ zachodzi

|
√
|x| −

√
|y||2 ≤ |

√
|x| −

√
|y|| · |

√
|x|+

√
|y|| = |x− y| < ε2.

Za lóżmy teraz nie wprost, że f spe lnia warunek Lipschitza dla sta lej L > 0. Weźmy zatem
x = 1

2L2 , y = 0, wtedy

x− L2x2 = x(1− L2x) = x(1− 1

2
) > 0 ⇐⇒

√
x > Lx.

Zatem nie ma takiego L które spe lnia loby warunek dla wszystkich x, y ∈ R.
Należy jeszcze pokazać, że funkcja jednostajnie ci ↪ag la jest ci ↪ag la. Weźmy dowolne przestrzenie

metryczne (X1, ρ1), (X2, ρ2) oraz funkcj ↪e f : X1 → X2 jednostajnie ci ↪ag l ↪a. Weźmy dowolny punkt
x ∈ X oraz dowoln ↪a kul ↪e BY (f(x), r) w (Y, ρ2). Z jednostajnej ci ↪ag lości możemy wybrać δ tak ↪a, że
dla dowolnego x′ ∈ X zachodzi ρ1(x, x′) < δ =⇒ ρ2(f(x), f(x′)) < r. W takim razie dla każdego
punkt x′ ∈ BX(x, δ) mamy f(x′) ∈ BY (f(x), r), st ↪ad dostajemy f [BX(x, δ)] ⊂ BY (f(x), r).

Skoro dowolne otwarte otoczenie U punktu f(x) jest sum ↪a kul w (Y, ρ2), to dla każdej z tych kul
możemy znaleźć odpowiedni ↪a kul ↪e w (X, ρ1), suma tych kul b ↪edzie wtedy otoczeniem x, a ich obraz
b ↪edzie zawarty w U , co jest równoważne ci ↪ag lości f .

Na koniec pokażemy, że implikacja odwrotna nie zachodzi. Weźmy funkcj ↪e f(x) = x2. Jest
oczywíscie ci ↪ag la. Weźmy ε = 1 oraz dowoln ↪a δ > 0. Niech x = 1/δ, y = x + δ/2. Wtedy |x − y| =
δ/2 < δ, ale

|x2 − y2| = 1 + δ2/4 > 1 = ε.

Zatem f nie jest jednostajnie ci ↪ag la.
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Zadanie 2. Przestrzeń X nazywamy lokalnie zwart ↪a, jeśli dla każdego x ∈ X istnieje taki otwarty
x ∈ U ⊆ X taki, że Ū jest zwarty.

(a) Pokazać, że zarówno otwarte, jak i domkni ↪ete podprzestrzenie lokalnie zwartej przestrzeni Haus-
dorffa s ↪a lokalnie zwarte.

(b) Czy Rn, n = 1, 2, ... z metryk ↪a euklidesow ↪a jest lokalnie zwarta?

(c) Czy zbiór liczb wymiernych z metryk ↪a euklidesow ↪a jest lokalnie zwarty?

Rozwi
↪
azanie. Żeby pokazać pierwszy punkt udowodnimy najpierw nast ↪epuj ↪acy lemat:

Lemat. Lokalnie zwarta przestrzeń Hausdorffa jest regularna.

Dowód. Wiemy, że zwarta przestrzeń Hausdorffa jest normalna (co za tym idzie – regularna, tylko
to nam si ↪e przyda). Weźmy jak ↪aś lokalnie zwart ↪a przestrzeń (X, T ), jej domkni ↪ety podzbiór F oraz
dowolny punkt x ∈ X \ F . Z za lożenia możemy wybrać otwarty podzbiór x ∈ W ⊂ X, że W
zwarty. Spójrzmy na podprzestrzeń indukowan ↪a przez W , oznaczmy j ↪a TW . Z jej w lasności wiemy, że
F ∩W jest w niej domkni ↪ety, zatem z regularności W możemy wybrać roz l ↪aczne otwarte podzbiory
UW , VW ∈ TW , że x ∈ UW oraz (F ∩W ) ⊂ VW . Nietrudno zauważyć, że UW ∩ F = ∅ oraz że UW

domkni ↪ety również w X.
Zauważmy, że UW = U ∩W z definicji topologii indukowanej dla pewnego U otwartego w X.

St ↪ad też widać, że x ∈ U oraz że (U ∩W ) ∩ F ⊆ (U ∩W ) ∩ F = UW ∩ F = ∅. Za lożylísmy, że W
otwarte, wi ↪ec U ∩W jest otwartym otoczeniem x roz l ↪acznym z F . Dodatkowo U ∩W ⊆ UW , st ↪ad
zbiory otwarte U ∩W oraz X \ UW s ↪a roz l ↪acznymi otoczeniami kolejno x oraz F .

(a) Przejdźmy do rozwi ↪azania pierwszej cz ↪esci zadania, czyli że otwarte podzbiory lokalnie zwartej
przestrzeni Hausdorffa s ↪a lokalnie zwarte. Weźmy dowoln ↪a przestrzeń Hausdorffa lokalnie
zwart ↪a (X, T ). Wybierzmy jakís U ∈ T i indukowan ↪a przez niego topologi ↪e TU . Ustalmy punkt
x ∈ U . Chcemy znaleźć jakieś jego otoczenie, którego domkni ↪ecie jest zwarte. Z za lożenia
zadania możemy wybrać x ∈ W ⊂ X, że W zwarta. Z naszego lematu X jest regularny, w
takim razie z zadania 4 z listy 5 wiemy, że istnieje otwarty x ∈ V ⊂ X, że V ⊂ U . St ↪ad
W ∩ V ∩ U = W ∩ V , wi ↪ec W ∩ V jest domkni ↪etym zbiorem w U . Z drugiej strony W ∩ V
jest domkni ↪etym podzbiorem zwartego W , wi ↪ec też jest zwarte. Znaleźlísmy zatem otoczenie
x ∈W ∩ V ⊆ U , którego domkni ↪ecie jest zwarte, zatem U jest lokalnie zwarte.

Weźmy teraz dowolny domkni ↪ety podzbiór F ⊆ X oraz topologi ↪e indukowan ↪a przez niego TF .
Ustalmy x ∈ F . Z za lożenia możemy wybrać takie x ∈ W ⊂ X, że W jest zwarty. Z drugiej
strony W ∩F jest domkni ↪ety w przestrzeni F ale zwarty, bo to domkni ↪ety podzbiór przestrzeni
zwartej W , zatem W ∩F jest zwarty i zawiera x oraz clF (W ∩F ) = W ∩F , zatem W ∩F jest
otwartym otoczeniem x w zbiorze F , st ↪ad F jest lokalnie zwarty.

(b) Rn jest lokalnie zwarta. Z wniosku 2.1.14 w skrypcie wiemy, że podzbiór Rn jest zwarty tylko
wtedy, gdy jest ograniczony i domkni ↪ety. Weźmy zatem dowolny punkt x = (x1, ..., xn). Wtedy
B(x, 1) jest ograniczonym zbiorem domkni ↪etym, zatem jest zwarty.

(c) Z drugiej strony Q nie jest lokalnie zwarta ponieważ nie zawiera takiego otwartego zbioru,
że jego domkni ↪ecie jest zwarte. Natychmiast wynika to z tego, że w liczbach wymiernych s ↪a
ci ↪agi, które nie maj ↪a podci ↪agów zbieżnych do liczb wymiernych. Jeśli takie wyjaśnienie nie jest
wystarczaj ↪ace, to tutaj przytaczam szczegó lowy sposób szukania takich ci ↪agów dla dowolnego
otwartego zbioru.

Weźmy dowolny W ⊆ Q otwarty. W jest sum ↪a kul, zatem wybierzmy sobie jak ↪aś kul ↪e B(x, r) ⊆
W i bez straty ogólności za lóżmy, że r jest wymierne (jeśli jest niewymierne to możemy wybrać
jak ↪aś wymiern ↪a liczb ↪e mniejsz ↪a od r i wi ↪eksz ↪a od 0, kula o takim promieniu b ↪edzie zawarta
w B(x, r)). Na chwil ↪e zapomnijmy że jesteśmy w liczbach wymiernych. Weźmy jak ↪aś liczb ↪e
q ∈ Q tak ↪a, że 0 < q < r

e . Wtedy x+ q · e jest liczb ↪a niewymiern ↪a oraz zawiera si ↪e w przedziale
(x, x + r). Ci ↪ag an = x + q · (1 + 1

n )n jest wymierny, wi ↪ekszy od x ale mniejszy od x + r,
bo w liczbach rzeczywistch (1 + 1

n )n zbiega do e od do lu. Wskazalísmy zatem ci ↪ag zawarty
w B(x, r) ⊆ W który nie ma zbieżnych podci ↪agów w zbiorze liczb wymiernych (wszysktkie
zbiegaj ↪a do x+ qe), zatem zbiór W nie jest zwarty (tw. 2.1.4 (ii) ze skryptu).
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Zadanie 3. Niech Y b↪edzie zbiorem niepustym i niech ∞ b↪edzie punktem nienależ ↪acym do Y .
Rozważmy przestrzeń X = Y ∪{∞} z jednym punktem skupienia: deklarujemy, że każdy zbiór A ⊆ Y
jest otwarty, natomiast zbiory otwarte zawieraj ↪ace ∞ s ↪a postaci {∞} ∪ (Y \ I), gdzie I ⊆ Y jest
skończony.

(a) Sprawdzić, że faktycznie zdefiniowalísmy topologi ↪e na X.

(b) Ustalić, kiedy ta topologia ma baz ↪e przeliczaln ↪a i kiedy jest ośrodkowa.

(c) Podać wzory na domkni ↪ecie i wn ↪etrze dowolnego zbioru A ⊆ X.

(d) Wykazać, że X jest przestrzeni ↪a normaln ↪a.

Rozwi
↪
azanie. Oznaczmy zdefiniowan ↪a w zadaniu topologi ↪e na X przez T . Faktycznie, jest to

topologia, gdyż:

1. ∅ ⊆ X =⇒ ∅ ∈ T oraz X = {∞} ∪ (Y \ ∅) =⇒ X ∈ T ,

2. Weźmy ci ↪ag U1, U2, . . . , Un zbiorów z T . Jeśli ∞ ∈ Ui dla każdego i = 1, 2, . . . , n, to V =⋂n
i=1 Ui = {∞} ∪

⋂n
i=1(Y \ Ii) = {∞} ∪ (Y \

⋃n
i=1 Ii) dla pewnych zbiorów skończonych

I1, . . . , In, zatem V = {∞} ∪ (Y \ I) dla skończonego I =
⋃n

i=1 Ii, zatem V ∈ T . Jeśli jest
chociaż jedno takie i, że ∞ 6∈ Ui, to ∞ 6∈

⋂n
i=1 Ui = V , a zatem V ⊆ Y , wi ↪ec V ∈ T .

3. Weźmy dowoln ↪a rodzin ↪e U ⊆ T . Jeśli ∞ nie należy do żadnego zbioru z U , to suma tej rodziny
zawiera si ↪e w Y , wi ↪ec jest w zdefiniowanej przez nas topologii. W p.w. jest taki ∞ ∈ U ∈ U ,
ale w takim razie U nie ma jedynie skończenie wielu elementów z Y , wi ↪ec tym bardziej suma
U nie ma jedynie skończenie wielu elementów z Y oraz zawiera ∞, wi ↪ec

⋃
U ∈ T

Rozwi ↪ażemy najpierw (c). Weźmy dowolny zbiór V ⊆ X. Pokażemy najpierw wzory na domkni ↪ecie.
Rozważmy kilka przypadków:

• ∞ ∈ V . Wtedy V = V . Faktycznie, weźmy dowolny element x 6∈ V . Z za lożenia x 6=∞, wi ↪ec
zbiór U = {x} jest otwarty, wi ↪ec jest otoczeniem x które ma puste przeci ↪ecie z V , zatem x 6∈ V ,
a st ↪ad V = V .

• ∞ 6∈ V oraz V skończony. Wtedy również V = V . Z tego samego argumentu co poprzednio,
jeśli x różny od ∞ oraz nie jest w V , to {x} jest otwartym otoczeniem x nieprzecinaj ↪acym V .
Z drugiej strony zbiór {∞} ∪ (Y \ V ) jest otoczeniem ∞ które kroi si ↪e pusto z V , wi ↪ec ono też
nie należy do V . St ↪ad V = V .

• W przeciwnym przypadku V jest nieskończone oraz ∞ 6∈ V . Wtedy V = V ∪ {∞}: dowolne
otoczenie∞ ma niepuste przeci ↪ecie z V , a dowolny inny punkt x 6=∞ z tego samego argumentu
co w poprzednich punktach nie należy do V .

Wzory na wn ↪etrze s ↪a prostsze: jeśli V ∈ T to oczywíscie IntV = V . W p.w. przypadku ∞ ∈ V oraz
nie ma takiego skończonego I, że (Y \ I) ⊆ V . Wtedy IntV = V \ {∞}. Nie ma takiego otoczenia
∞ które by loby zawarte w V , a z drugiej strony V \ {∞} jest otwarty.

Przejdźmy teraz do rozwi ↪azania (b). Ze wzorów na domkni ↪ecie natychmiast wynika, że nasza
przestrzeń jest ośrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy jest X jest przeliczalny. Implikacja w lew ↪a stron ↪e
jest trywialna, natomiast w drug ↪a musimy jedynie zauważyć, że domkni ↪ecie dowolnego zbioru doda
do niego co najwyżej jeden element, wi ↪ec nie znajdziemy takiego przeliczalnego podzbioru X, żeby
jego domkni ↪ecie by lo nagle nieprzeliczalne.

Podobny warunek zachodzi dla przeliczalności bazy, tj. nasza przestrzeń ma przeliczaln ↪a baz ↪e
tylko wtedy, kiedy X jest przeliczalny. To wynika natychmiast z faktu, że podprzestrzeń indukowana
przez zbiór Y jest dyskretna, a jej najmniejsz ↪a baz ↪a jest zbiór B = {{y} : y ∈ Y } który ma moc
równ ↪a mocy Y (weźmy jak ↪aś inn ↪a baz ↪e B

′ przestrzeni dyskretnej Y , wtedy elementy B musz ↪a być
jak ↪aś sum ↪a elementów B′, ale w B s ↪a jedynie singletony, wi ↪ec B ⊆ B′). Jeśli Y przeliczalne, to

B = {{x} : x ∈ Y } ∪ {{∞} ∪ (Y \ I) : I skończony zbiór zawarty w Y }

jest przeliczaln ↪a baz ↪a T .
Rozwi ↪ażmy teraz podpunkt (d). Weźmy dwa dowolne roz l ↪aczne zbiory F,G domkni ↪ete. Jeśli ∞

nie należy do żadnego z nich, to te zbiory s ↪a jednocześnie otwarte. Za lóżmy teraz, że ∞ ∈ F . Skoro
G domkni ↪ety, to (Y \ G) jest otwarty oraz ∞ ∈ (Y \ G), a zatem G musi być skończony. G jest
oczywíscie jednocześnie otwarty, a otwarty zbiór (Y \G) musi zawierać F . Zatem nasza przestrzeń
jest normalna.
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Zadanie 4. Niech (X, d) b↪edzie przestrzeni ↪a metryczn ↪a zupe ln ↪a, f : Y → R funkcj ↪a określon ↪a na
podprzestrzeni Y ⊆ X i df (x, y) = d(x, y) + |f(x)− f(y)|. Pokazać, że przestrzeń metryczna (Y, df )
jest zupe lna wtedy i tylko wtedy, gdy wykres f jest domkni ↪ety w iloczynie kartezjańskim X × R
przestrzeni X i prostej euklidesowej.

Rozwi
↪
azanie. W rozwi ↪azaniu pozwalamy sobie pomijać t ↪e uwag ↪e, ale z ty lu g lowy pami ↪etamy, że

metryki przyjmuj ↪a tylko nieujemne wartości. Metryk ↪e iloczynu przestrzeni metrycznych używamy
standardowej, takiej jak w skrypcie.

Aby udowodnić tez ↪e zadania, pokażemy implikacje w dwie strony:

• “⇒” Weźmy dowolny ci ↪ag zbieżny (yn, f(yn)) punktów z wykresu. Powiedzmy, że ten ci ↪ag
zbiega do (x, r) ∈ X ×R. Weźmy dowolny ε > 0 oraz ustalmy odpowiednie n0 takie, że dla
dowolnych n,m > n0 zachodzi

max{d(yn, x), |f(yn)− r|} < ε/4 oraz max{d(yn, ym), |f(yn)− f(ym)|} < ε/4

(możemy wybrać takie n0 ze wzgl ↪edu na za lożenia o zupe lności X; wiemy też, że iloczyn
dwóch metrycznych przestrzeni zupe lnych jest zupe lny). Zauważmy, że z drugiego warunku
ci ↪ag (yn)∞n=1 jest cauchy’ego w (Y, df ). Faktycznie, z w lasności funkcji max musi być tak, że
którykolwiek z wyrazów jest mniejszy od ε/4. Sumuj ↪ac nierówności stronami nast ↪epuje

ε/2 > d(yn, ym) + |f(yn)− f(ym)| = df (yn, yn).

Z za lożenia o zupe lności Y wiemy, że ten ci ↪ag musi do czegoś zbiegać (w metryce df ), niech
zbiega zatem do pewnego y ∈ Y . Bez straty ogólności możemy za lożyć, że n0 by lo wybrane
tak, że dla n > n0 zachodzi

df (yn, y) = d(yn, y) + |f(yn)− f(y)| < ε/2.

Wtedy korzystaj ↪ac z nierówności trójk ↪ata i sumuj ↪ac odpowiednie nierówności stronami dosta-
jemy, że

d(x, y) ≤ d(x, yn) + d(yn, y) ≤ d(x, yn)︸ ︷︷ ︸
<ε/4

+ d(yn, y) + |f(yn)− f(y)|︸ ︷︷ ︸
<ε/2

< ε

|f(y)− r| ≤ |f(y)− f(yn)|+ |f(yn)− r| ≤ d(y, yn) + |f(y)− f(yn)|︸ ︷︷ ︸
<ε/2

+ |f(yn)− r|︸ ︷︷ ︸
<ε/4

< ε

Skoro ε może być dowolnie ma ly, to d(y, x) = 0, |f(y) − r| = 0, wi ↪ec z aksjomatów metryki
dostajemy x = y, r = f(y). Okazuje si ↪e zatem, że dowolny zbieżny ci ↪ag punktów z wykresu f
zbiega do jakiegoś punktu na tym wykresie, wi ↪ec Gr(f) jest domkni ↪ety w X ×R.

• “⇐” Weźmy dowolny ci ↪ag cauchy’ego (yn)∞n=1 w przestrzeni (Y, df ). Wybierzmy ε > 0. Wtedy
jest takie n0, że dla dowolnych n,m > n0 zachodzi

df (yn, ym) = d(yn, ym) + |f(yn)− f(ym)| < ε/2.

Z tego wynika, że d(yn, ym) < ε/2, |f(yn) − f(ym)| < ε/2, wi ↪ec ci ↪ag yn jest cauchy’ego w X,
a ci ↪ag f(yn) w R. Obie te przestrzenie s ↪a zupe lne, wi ↪ec jest taki y oraz taki r, że yn → y,
f(yn) → r. Z w lasności iloczynu przestrzeni metrycznych dostajemy, że (yn, f(yn)) → (y, r),
ale to jest ci ↪ag punktów z wykresu który wg za lożeń jest domkni ↪ety, wi ↪ec musi zachodzić
y ∈ Y, r = f(y). St ↪ad wnioskujemy, że dla pewnego n1 i wszystkich n > n1 zachodzi

d(yn, y) < ε/2 ∧ |f(yn)− f(y)| < ε/2 =⇒ df (yn, y) < ε.

Z dowolności wyboru ε dostajemy yn → y w przestrzeni (Y, df ), a z dowolności wyboru yn
każdy ci ↪ag Cauchy’ego w Y jest zbieżny, wi ↪ec Y jest zupe lna.
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Zadanie 5. Niech (X, d) b ↪edzie przestrzeni ↪a zwart ↪a metryczn ↪a i niech K(X) b ↪edzie rodzin ↪a wszystkich
niepustych zbiorów domkni ↪etych w X. Pokazać, że topologia generowana przez (K(X), dh), gdzie dh
jest metryk ↪a Hausdorffa, jest zadana przez baz ↪e

{K ∈ K(X) : K ⊆ U0,K ∩ U1 6= ∅, . . . ,K ∩ Un 6= ∅},

gdzie U0, . . . , Un s ↪a zbiorami otwartymi w X. W pierwszej kolejności pokazać, że zbiory powyższej
postaci stanowi ↪a baz ↪e pewnej topologii K(X).

Rozwi
↪
azanie. Zanim przejdziemy do rozwi ↪azania opisz ↪e stosowan ↪a przeze mnie notacj ↪e:

• Dla pewnej skończonej rodziny U = {U0, U1, . . . , Un} otwartych zbiorów w X przez K(U) mam
na myśli element bazy zdefiniowanej w zadaniu, czyli zbiór

{K ∈ K(X) : K ⊆ U0,K ∩ U1 6= ∅, . . . ,K ∩ Un 6= ∅}.

Czasem pisz ↪e K = K(U), wydaje mi si ↪e że konflikt nazwy funkcji z nazw ↪a elementu bazy nie
stanowi zagrożenia dla czytelności.

• Przez BK oznaczam baz ↪e topologii K(X), czyli

BK = {K(U) : U skończona rodzina otwartych zbiorów z X}.

• PrzezBT (t, r) oznaczam kul ↪e topologii metrycznej T o środku w t i promieniu r, np. BK(X)(K, r)
jest kul ↪a w topologii zadanej przez metryk ↪e Hausdorffa na zbiorze K(X).

• Prze ladowuj ↪e nazw ↪e funkcji d, z kontekstu jasno wynika jak jej używam, ale dla pewności: jeśli
x, y ∈ X, to d(x, y) jest po prostu odleg lości ↪a w danej przez zadanie metryce, jeśli x ∈ X,Y ⊂ X,
to d(x, Y ) = inf{d(x, y) : y ∈ Y }, jeśli Z, Y ⊆ X, to d(Z, Y ) = sup{d(z, Y ) : z ∈ Z}. Wtedy
dh(Z, Y ) = max{d(Z, Y ), d(Y,Z)}

Chcemy zobaczyć, że BK jest w ogóle baz ↪a jakiej́s topologii K(X). Musimy zatem pokazać dwa
punkty z twierdzenia 1.2.6 ze skryptu.

•
⋃
BK = K(X): zbiór K({X}) = K(X) – każdy zbiór domkni ↪ety jest zawarty w ca lej przestrzeni,

która jest otwarta, wi ↪ec każdy zbiór domkni ↪ety należy do K({X}).

• Dla dowolnych K1,K2 ∈ BK i punktu F ∈ K1 ∩K2 jest jakís zbiór K taki, że F ∈ K ⊆ K1 ∩K2:
jeśli K1 = K({U0, U1, . . . , Un}), K2 = K({V0, V1, . . . , Vm}), to wtedy

K = K({U0 ∩ V0, U1, . . . , Un, V1, . . . , Vm})

jest szukanym przez nas K dla dowolnego F (pozwol ↪e sobie nie pokazywać tego szczegó lowo –
trudność tej cz ↪eści to pikuś w porównaniu do reszty zadania).

Pokażemy teraz g lówn ↪a cz ↪eść zadania. W tym celu udowodnimy, że baza topologii generowanej
przez metryk ↪e (czyli zbiór kul w tej metryce) jest rodzin ↪a zbiorów otwartych w topologii generowanej
przez BK i odwrotnie.

• Chcemy pokazać że kule w topologii metrycznej s ↪a otwarte w topologii generowanej przez BK .
Dok ladniej, pokażemy, że dla dowolnej kuli BK(X)(F, r) i dla dowolnego A ∈ BK(X)(F, r) jest
taki zbiór K ∈ BK , że A ∈ K ⊆ BK(X)(F, r) (tw. 1.2.6 ze skryptu).

Niech r′ = r − dh(F,A) > 0. Spójrzmy na rodzin ↪e kul w topologii indukowanej przez A:

U = {BA(a, r′/2) : a ∈ A}.

Jest to oczywíscie jakieś pokrycie A, zatem ze zwartości A możemy z niego wybrać skończone
pokrycie BA(a1, r

′/2), . . . , BA(an, r
′/2). Zauważmy, że kule w A maj ↪a swoje odpowiedniki w

X które pokrywaj ↪a A, to oczywíscie BX(a1, r
′/2), . . . , BX(an, r

′/2). Zadeklarujmy zatem zbiór

K = K

({
n⋃

i=1

BX (ai, r
′/2) , BX (a1, r

′/2) , . . . , BX (an, r
′/2)

})
.

Oczywíscie A ∈ K. Weźmy teraz dowolny zbiór C ∈ K. Chcemy pokazać, że jest on też w
BK(X)(F, r). W tym celu pokażemy, że dh(A,C) < r′. Weźmy dowolny element a ∈ A. Punkt
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a należy do pewnej kuli z naszego pokrycia, czyli a ∈ BX(ai, r
′/2) dla pewnego i. Wiemy, że C

ma nietrywialne przeci ↪ecie z t ↪a kul ↪a, zatem d(a, C) < 2 · r′/2 = r′. W takim razie d(A,C) < r′.
Analogicznie pokazujemy, że d(C,A) < r′, a zatem dh(A,C) < r′. Możemy z nierówności
trójk ↪ata napisać

dh(F,C) ≤ dh(F,A) + dh(A,C) = r − r′ + dh(A,C) < r − r′ + r′ = r.

Otrzymalísmy zatem inkluzj ↪e K ⊆ BK(X)(F, r) i pokazalísmy to co chcielísmy.

• Chcemy teraz pokazać, że dla dowolnego zbioru K ∈ BK i punktu K ∈ K jest kula o środku w
K zawarta w K (to zapewni nam, że nasza baza BK jest rodzin ↪a otwartych zbiorów w topologii
generowanej przez metryk ↪e Hausdorffa). Musimy znaleźć odpowiedni promień. W tym celu
wyznaczymy na niego kilka górnych ograniczeń i weźmiemy z nich infimum. Niech K = K(U) dla
pewnej rodziny otwartych zbiorów U0, U1, . . . , Un. Zauważmy, że bez straty ogólności możemy
za lożyć, że Ui ⊆ U0 dla i = 1, 2, . . . , n.

Zajmiemy si ↪e najpierw tym, żeby wszystkie punkty w kuli na pewno zawiera ly si ↪e w U0. Wiemy,
że zbiór K jest zwarty, ponieważ jest domkni ↪etym podzbiorem zwartej przestrzeni, zatem {U0}
jest jakimś jego pokryciem. Możemy zatem z tw. 2.1.4 (ii) oraz lematu 2.1.3 znaleźć liczb ↪e
Lebesgue’a r0 > 0 dla tego pokrycia. Wtedy dowolny F ∈ BK(X)(K, r0) zawiera si ↪e w U0.
Faktycznie, skoro dla dowolnego punktu x ∈ K kula BX(x, r0) zawiera si ↪e w U0, to suma
S =

⋃
x∈K BX(x, r0) ⊆ U0. Z drugiej strony nietrudno zauważyć, że F ⊆ S. Gdyby jakís

element F wykracza l poza S, to jego odleg lość od K w metryce Hausdorffa by laby co najmniej
równa r0, a to przeczy naszemu za lożeniu o tym, że F ∈ BK(X)(K, r0). Zatem F ⊆ S ⊆ U0.

Spróbujemy teraz ograniczyć promień tak, aby na pewno zbiory w kuli mia ly niepuste przeci ↪ecie
z dowolnym elementem U1, U2, . . . , Un. Wybierzmy zatem jakís zbiór Ui dla pewnego i =
1, 2, . . . , n. Wybierzmy jakís punkt x ∈ K ∩ Ui 6= ∅. Skoro Ui jest jakimś otwartym otoczeniem
x, to możemy wybrać ri > 0 takie, że BX(x, ri) ⊆ Ui. Zobaczmy, że jeśli F ∈ BK(X)(K, ri),
to F ∩ BX(x, ri) 6= ∅ (w kuli o promieniu ri i środku w x musi być jakís element F , inaczej
d(x, F ) ≥ ri), a zatem F ma również niepuste przeci ↪ecie z Ui.

Oczywiste w tym momencie jest, że jeśli przyjmiemy r = min{r0, r1, . . . , rn}, to dla dowol-
nego F ∈ BK(X)(K, r) zachodz ↪a wszystkie konieczne warunki, żeby stwierdzić, że F ∈ K. Z
dowolności wyboru F mamy K ∈ BK(X)(K, r) ⊆ K czyli to co chcielísmy.
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