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G. KARCH & M. KRUPSKI & SZ. CYGAN

“Wszystkie zjawiska natury sq tylko matematycznymi konsekwencjami niewielkiej liczby niewzru-
szonych praw.”

Pierre Simon de Laplace (1749-1827)

Zadanie 1. Sprawdz, czy podana funkcja jest rozwiazaniem podanego réwnania rézniczkowego:

a)x(t) =tgt, o =1+2? b) z(t) = 2, {2/ + x = cost.

Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Réwnanie rézniczkowe na funkcje y = y(x) postaci

, g(x)

f()

nazywa sie réwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Oznaczmy przez F'i G funcje pierwotne: F' = fiG' =g
(Uwaga: funkcje F' i G sa wyznaczone z dokladnoscia do statej). Przeksztatcajac powyzsze réwnanie
otrzymujemy:

fy =g(@) czyli F(y) =g(z) czyli F(y) = G'(x).
Catkujac réwnanie po prawej stronie dostajemy réwnanie algebraiczne na funkcje y(z): F(y) = G(z).
Istnieje praktyczny ("inzynierski") sposéb zapisywania powyzszego rozumowania. Réwnanie Z—Z = ?((Z;
przeksztalcamy formalnie do postaci f(y) dy = g(«) dz, a nastepnie dopisujemy catki:

/f(y) dy:/g(x) dr czyli F(y)=G().

Zadanie 2. Znalez¢ rozwigzania ogélne (tzn. rozwiazania zalezne od pewnej statej C') nastepujacych
rownan rézniczkowych o rozdzielonych zmiennych i naszkicowaé ich wykresy dla r6znych statych C:
a)y' =", by = Va/y 0y =yl

Zadanie 3. Znajdz rozwiazania nastepujacych réwnan spelniajacych podany dodatkowy warunek po-
czatkowy: a) y' = 2, y(0) = 2,b) y' = y/z, y(1) =5,0) y’ = —ye”, y(0) = 1/2.

Zastosowania réwnan rézniczkowych o zmiennych rozdzielonych

Zadanie 4. Szybko$¢ zmiany temperatury rozgrzanego czajnika jest proporcjonalna do réznicy miedzy
jego temperatura a temperatura powietrza (prawo Newtona). Niech S(t) oznacza temperature czajni-
ka w chwili t. Zakladamy, ze S(0) = 100°C w temperaturze otoczenia 20°C'. Po dziesieciu minutach
temperatura czajnika wynosita 60°C'. Po ilu minutach czajnik bedzie miat temperature 25°C?

Zadanie 5. Modelujemy rozprzestrzenianie sie plotki w populagji liczacej 1000 os6b . Zat6zmy, ze 5
0s0b rozprzestrzenia plotke i po jednym dniu wie o niej juz 10 os6b. Ile czasu potrzeba, aby o plotce
dowiedzialo sie 850 0s6b, przy zatozeniu ze:

o Plotka rozprzestrzenia sie z predkoscia proporcjonalng do iloczynu liczby oséb, ktére juz styszaly
te plotke, oraz liczby oséb, ktore jeszcze nie styszaly tej plotki.

e Plotka rozprzestrzenia sie wedtug prawa Gompertza: y' = kye~(73/520)¢,

Poréwnaj te dwa modele i otrzymane wyniki.

Zadanie 6. Ciato zamordowanego znaleziono o 19:30. Lekarz sadowy przybyl o 20:20 i natychmiast
zmierzyt temperature ciata denata. Wynosita ona 32,6° C. Godzine pdzniej, gdy usuwano cialo, tem-
peratura wynosita 31, 4°C. W tym czasie temperatura w pomieszczeniu wynosita 21°C. Najbardziej po-
dejrzana osoba, ktéra mogla popetni¢ to morderstwo — Jan G., twierdzi jednak, ze jest niewinny. Ma
alibi. Po potudniu byt on w restauracji. O 17:00 miat rozmowe zamiejscowa, po ktdrej natychmiast opu-
§cil restauracje. Restauracja znajduje sie 5 minut na piechote od miejsca morderstwa. Czy alibi to jest
niepodwazalne?

Zadanie 7. (Ciag dalszy zadania poprzedniego). Obronica Jana G. zauwazyl, ze zamordowany byt u lekarza
0 16:00 w dniu $mierci i wtedy jego temperatura wynosita 38, 3°C. Zat6zmy, ze taka temperature miat
on w chwili $mierci. Czy mozna dalej podejrzewag, ze Jan G. popelnit to morderstwo?



