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1*. (Kolekcjoner kuponéw) Zatézmy, ze w loterii sa kupony o n typach i ze w kazdym losowaniu (nie-
zaleznie od liczby poprzednich losowar) kupon o danym typie jest wylosowany z prawdopodobieri-
stwem n. Kazde kolejne losowanie jest niezalezne od poprzednich. Niech X,, oznacza liczbe losowari
potrzebnych do zgromadzenia pelnej kolekgji kuponéw. Pokaz, ze
Xn P
4>
nlogn

2*. Niech f bedzie dowolna funkcja ciagla na [0,1]. Ustalmy p € [0,1]. Niech {X;} bedzie ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych takich, ze P[X; = 1] =1—-P[X; =0] = piniech S,, = X5 +... + X,,.
Pokaz, ze

Ef(Sn/n) = f(p)
jednostajnie ze wzgledu na p. Wywnioskuj stad twierdzenie Weierstrassa méwiace, ze kazda funkgje
ciagta na [0, 1] mozna przyblizy¢ ciagiem wielomianéw zbieznych jednostajnie.

3*. Do n urn wrzucono losowo k, kul (tzn. dana kula moze trafi¢ do urny z prawdopodobieristwem
1/n). Oznaczmy przez X, liczbe pustych urn. Pokaz, ze jezeli k,, /n zbiega do ¢, to
Xn P _¢
— —e
n
4. Pokaz, zejesli0 < p < g, to
(EIXP)P < (BIX])Y9.

5. (Reguta n sigm) Pokaz, ze jesli Var(X) = 0% < oo, to

1
P(|X —EX| > no) < 2
6. (Duze odchylenia) Niech {X;};>; bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym

rozkladzie takich, ze Ee'** < oo dla kazdego ¢t € R. W6wczas dla kazdego a > EX;

n
IP’(ZXi > na) < e_"l(a),

i=1
dla funkcji

I(a) = sup (ta — log E[e'*1]).
>0

Ponadto dla kazdego a < EX;

n
]P(ZX,» < na) < 67”1‘(‘1),

i=1
dla funkgji

I_(a) = sup (ta — log E[e'*"]).
<0

7. (Duze odchylenia dla rozkladu dwumianowego) Niech X,, bedzie zmienna losowa o rozkltadzie
Bin(n,p). Wéwczas dla a € (p, 1],
P(X, > na) < e "
gdzie
I(a) = alog(a/p) + (1 — a)log((1 — a)/(1 - p)).
8*. (Nieréwno$¢ Bernsteina). Niech X, X5, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze
PX;, =1 =P[X; = —1] =1/2iniech S,, = X; + ...+ X,,. Pokaz, ze dla kazdego r > 0

9. Pokaz, ze jezeli X, jest liczba ortéw w n rzutach moneta, to

P(|X,, —n/2| > /2nlogn/2) < %



10*. Niech U;, i = 1, 2, .. bedzie ciqgiem niezaleznych zmiennych losowych o takim samym rozkltadzie:
P(U; =1) =PU; = —1) = 1/2. Zdefiniujmy S,, = Uy + .. + U,,. Pokaz, ze

lim sup || <1 p.-w.

n—oo V2nlogn —



