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1. d-wymiarowa zmienna losowa X ma rozktad normalny N(m, A~!) o gestosci

g(x) = %exp - %(A(SC —m),(x —m))|.

Udowodnij, ze EX = m oraz A = A~! jest macierza kowariangji X.
2. d-wymiarowa zmienna losowa na rozktad normalny w R?, o sredniej m i macierzy kowariancji A.
Niech T bedzie przeksztatceniem afinicznym R¢ na R* (k < d). Pokaz, ze TX ma rozklad normalny w

R*. Wyznacz jego $rednia i macierz kowariangji.

3. Niech X; i X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N(0,1). Wykaz, ze zmienne

losowe % iX 1\;§X2 sa niezalezne i obie majq rozktad N (0, 1).
4. Niech X = (X1,Xs,...,X,,) bedzie wektorem losowym o standardowym rozkladzie normalnym
N(0,I), gdzie I jest macierza identycznosci. Sprawdz, ze X;, Xo, ..., X,, sa niezaleznymi zmiennymi

losowymi o jednakowym standardowym rozkltadzie normalnym N (0, 1).

5. Niech X, Xo, ..., X,, beda wzajemnie nieskorelowanymi zmiennymi losowymi, takimi, ze ich taczny
rozklad jest normalny. Wykaza¢, ze X1, Xs, ..., X, sa niezalezne.
6. Niech X, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym N (0, 1) oraz
niecha = (a1,...,a,)ib = (b1,...,b,) beda ustalonymi wektorami. Pokaz, ze zmienne losowe
W:Zanj, Z:ZbJXJ
j=1 j=1

sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy wektory a i b sa prostopadte. Opisz rozktady Wi Z.

7. Podaj przykiad nieskorelowanych zmiennych losowych o roktadzie normalnym, ktére nie sa nieza-
lezne.

8. (Transformata Boxa-Miillera) Pokaz, ze jezeli zmienne losowe X,Y sa niezalezne o rozkladzie jed-
nostajnym na (0, 1), to

U =+/—2log X cos(2nY) i V =+/—2log X sin(27Y)

sa niezalezne i maja rozktad N (0, 1).

9. Niech X bedzie zmienna losowa taka, ze E|X| < co. Niech

—n  jezeli X(w) < —n
Xo(w) ={ X(w) jezeli |X(w)| < n,
n jezeli X (w) > n.

Czy {X, }n zbiega do X p.n.? A czy zbiega w L'?

10. Dane sa dwa ciagi {X,,},>1, {Yn}n>1 zbiezne p.n. do zmiennych X, Y. Pokaz, ze jesli dla kazdego
n zmienne X, i Y;, maja ten sam rozkfad, to X i Y tez maja ten sam rozkiad.

11. Dany jest ciag {X,}»>1 niezaleznych zmiennych losowych takich, ze X,, ma rozktad Poissona z
parametrem 1/n. Czy ten ciag jest zbiezny wg prawdopodobienstwa, p.n., w L2, w L3/22

12. Niech {X,,} bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie takim, ze
E|X1| < oo. Pokaz, ze 1 maxi<,<,, |X;| zbiega do zera wedlug prawdopodobieristwa.

n



13. Dane sa zmienne losowe X1, Xo, ... takie, ze P(X; = k?) = 1/k?, (X = —1) = 1 — 1/k%. Pokaz, ze
Y opeq X — —o0, pw. gdy n — co.

14. Niech (2, 7, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna taka, ze Q jest zbiorem przeliczalnym, a F = 2.
Pokaz, ze na tej przestrzeni zbieznos¢ wedlug prawdopodobieristwa jest rtownowazna zbieznosci p.w.



