RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1R
LISTA ZADAN NR 5

1. Czy M-uklad jest zawsze o-cialem?
2. Pokaz, ze jezeli rodzina £ jest jednoczesnie m-ukltadem oraz A-uktadem, to jest o-ciatem.

3. Niech X i Y beda zmiennymi losowymi. Oznaczmy przez p1x i py ich rozklady. Pokaz, ze rodzina
jest A-ukiadem.

4*. Dane sa miary probabilistyczne 1 na R oraz v na R? takie, ze dla dowolnych s, ¢

p((=00, 5) - pu([t, 00)) = v((—00, 5] x [t, 00)).
Pokaz, ze v = u ® p.

5. Punkt  nazywamy punktem skokowym rozktadu p na R, gdy p({z}) > 0. Pokaz, ze rozktad praw-
dopodobieristwa y moze mie¢ co najwyzej przeliczalna liczbe punktéw skokowych.

6. a) Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [-5, 10] (X ~ U([—5, 10]).
Oblicz P[X > 0], Pp < X < 7], P[X? — 12X + 35 > 0], P[X € Q).

b) Rozwiaz to samo zadanie, ale przy zatozeniu, ze X jest liczba losowa z przedziatu [—5, 10] o roz-
kladzie zadanym gestoscia f(x) = Cx, dla odpowiedniej statej C'.

7. Podaj przykiad dystrybuanty, ktérej zbiér wszystkich punktéw nieciaglodci jest gesty w zbiorze
[0,1] U [2,3].

8. (Rozktad geometryczny Geom(p)) Wykonujemy doswiadczenia Bernoulliego (z prawdopodobieristwem
pojedynczego sukcesu p) az do chwili otrzymania pierwszego sukcesu. Wyznacz rozklad zmiennej lo-
sowej X oznaczajacej liczbe wykonanych doswiadczen.

9. (Rozktad wyktadniczy Exp())) Przypus$émy, ze doswiadczenia opisane w zadaniu poprzednim wyko-
nuje sie n razy na sekunde, za§ prawdopodobieristwo sukcesu wynosi A/n, A > 0. Wyznaczy¢ dystry-
buante czasu oczekiwania na pierwszy sukces X, i zbada¢ jej zachowanie gdy n — oo.

10. Wykaz, ze rozklady z dwéch poprzednich zadar maja tzw. wlasnosé braku pamieci: jesli X ma
rozktad geometryczny badZ wyktadniczy, to

P(X >t+s|X >t)=P(X > 9),
gdzie s,t € N w przypadku rozktadu geometrycznego oraz s,t € RT w przypadku rozktadu wyktad-

niczego. (*) Udowodnij, Ze sa to jedyne procesy z wlasno$cia braku pamieci: geometryczny na N, wy-
ktadniczy jest jedynym bezatomowym rozktadem z brakiem pamieci na R*.

11. (Rozktad Poissona Poi(\)) Niech py. ,, bedzie prawdopodobienistwem zajscia dokladnie k& sukceséw
w n prébach Bernoulliego o prawdopodobiefistwie pojedynczego sukcesu p,,. Dla kazdego ustalonego
k € N wyznacz

lim pg . , jesli ~ lim np, =A>0.
n—o0 n—o0
12. Zmienna losowa X ma rozklad Cauchy’ego, tzn. rozktad z gestoscia
1 1

Udowodnij, ze 1/X ma ten sam rozklad, co X.

13. Niech (X, Y’) bedzie 2-wymiarowa zmienna losowa o rozkladzie zadanym gestoscia f(z,y) = 3z dla
0<y<z<1if(x,y) =0pozatym zbiorem. Znajdz rozktady brzegowe. Czy X i Y sa niezalezne?



14. Zmienna losowa (X, Y’) ma rozklad z gestoscia g(z,y) = C - zy - L1jo112(, y).
a) Wyznaczy¢ C.
b) Obliczy¢ P(X +Y < 1).
¢) Wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej X /Y.
d) Czy zmienne X iY sa niezalezne?
e) Czy X/Y iY saniezalezne?

15. Z talii 52 kart losujemy ze zwracaniem 5 razy po jednej karcie. Niech X oznacza liczbe wyciagnie-
tych pikéw, Y - liczbe wyciagnietych kieréw, Z - liczbe wyciagnietych aséw. Czy zmienne X i Y sa
niezalezne? Czy zmienne X i Z sa niezalezne?

16. Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie /[0, 1]. Znalez¢ prawdopodo-
biefistwo, zea) X +Y < 1/2,b) XY < 1/2,¢) | X-Y| < 1/2,d) X?+Y? < 1/2,e) réwnanie t*+ Xt+Y =0
ma dwa rzeczywiste pierwiastki.

17. Romeo i Julia uméwili sie na spotkanie pomiedzy godzina 22, a 23. Kazde z nich przybywa na
spotkanie niezaleznie z jednostajnym prawdopodobieristwem. Niech X bedzie czasem oczekiwania
pierwszej przybylej osoby. Znajdz dystrybuante i gestos¢ X.



