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1. Zdarzenia A;, A, .. sa niezalezne i maja rowne prawdopodobieristwa. Jaka jest szansa, ze zajdzie
skoniczenie wiele zdarzen A,,?

2. Losujemy niezaleznie nieskoriczenie wiele punktéw z odcinka [0,1]. Uzasadnij, ze z prawdopodo-
biefistwem 1 w kazdym otwartym odcinku (a, b) C [0, 1] znajdzie sie co najmniej 1 punkt.

3. Zdarzenia A, A, .. sa niezalezne i P(A,,) = p, € (0,1). Wykaz, ze z prawdopodobieristwem 1 za-
chodzi co najmniej jedno ze zdarzerr A,, wtedy i tylko wtedy, gdy z prawdopodobieristwem 1 zachodzi
nieskonczenie wiele zdarzen A,,.

4. Znajdz przyktad przestrzeni probabilistycznej oraz ciagu zbioréw A, takich, ze Y " P(A,) = oo, ale
P(limsup,, A,,) = 0.

5*. Rzucamy nieskoniczenie wiele razy moneta, w ktérej orzel wypada w prawdopodobiefistwem p >
1/2. Niech A,, oznacza zdarzenie, ze pomiedzy rzutem 2" a 2"*! otrzymano ciag n kolejnych ortéw.
Pokaz, ze zdarzenia A,, z prawdopodobieristwem 1 zachodza nieskoriczenie wiele razy.

6*. Rzucamy nieskoriczenie wiele razy symetryczna moneta. Niech A,-w pierwszych n rzutach byto
tyle samo ortow co reszek. Wykaz, ze z prawdopodobieristwem 1 zachodzi nieskoriczenie wiele zda-
rzen A,.

7. Niech X, Y beda zmiennymi losowymi okreslonymi na przestrzeni probabilistycznej (2, 7, P) i niech
A € F. Uzasadnij, ze
X(w), gdyweA
Zw) = { Y(w), gdywe A°
jest zmienna losowa.

8. Niech X, Y beda zmiennymi losowymi okre§lonymi na przestrzeni probabilistycznej (2, F,P). Pokaz,
ze

sup [P[X € A] —P[Y € A]| <P[X #Y].
AeF

9. Dana jest przestrzen probabilistyczna (2, F,P) oraz funkga X : Q +— R. Uzasadnij, ze jezeli
X~(a,b) € Fdla dowolnych a,b € R, to X jest zmienna losowa.

10. Podaj przyktad przestrzeni probabilistycznej (2, F,P) i funkgi X : Q — IR, ktéra nie jest zmienna
losowa.

11. Niech {X,},en bedzie ciagiem zmiennych losowych. Wykaz, ze jezeli funkcja f : R™ — R jest
mierzalna, to f(X1, ..., X,) jest zmienna losowa. Wywnioskuj, ze X; + X, oraz X - X, sa zmiennymi

losowymi. Uzasadnij, ze inf,, X,,, sup,, X,, liminf, X,,, limsup,, X,, sa réwniez zmiennymi losowymi.

12. Dystrybuanta zmiennej losowej X dana jest wzorem

0 dlat < -1
)+ dla—1<t<o0
F(t) = 3/4 dla0 <t <4
1 dlat > 4.

Oblicz P[X = —5], P[2 < X < 5], P[X = 4], P[-1 < X < 0].



13. Na skrzyzowaniu zamontowana jest sygnalizacja $wietlna. W jednym z kierunkéw $wiatlo czer-
wone $wieci sie przez 2 minuty, a zielone 40 sekund. Samochéd dojezdza do skrzyzowania w losowym
momencie. Niech X oznacza czas spedzony na skrzyzowaniu. Wyznacz rozkltad X oraz dystrybuante.
Zatézmy, ze po 1 minucie samochéd wciaz nie przejechat skrzyzowania. Jakie jest prawdopodobieri-
stwo, ze opusci je w ciagu najblizszych 20 sekund?

14. Niech X bedzie zmienna losowa o ciaglej dystrybuancie F. Pokaz, ze Y = F(X) jest zmienna lo-
sowa (tzn. ze jest mierzalna) o rozktadzie U([0, 1]).

15. Niech U bedzie zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym na [0,2]. Znajdz dystrybuanty i roz-
Klady: Y =U-1,Y =U%Y =1/(U+2),Y =log(U+2),Y =|U —1]|.



