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LISTA ZADAN NR 10

1. Sprawdzi¢, ze zdarzenie {lim,_,~, X,, = a} nalezy do F.
2. Sprawdzi¢, ze zdarzenie {limsup,,_,., X, = oo} nalezy do F.
3. Sprawdzi¢, ze zdarzenie {lim, o + > | X; < a} nalezy do F.

4. Zmienne losowe X, X5, ... sa niezalezne. Udowodnij, ze ciag $rednich

X1+ Xo+---+ X,
n

jest zbiezny p.w. z prawdopodobieristwem 0 lub 1. Pokaz ponadto, ze jezeli ten ciag jest zbiezny p.w.,
to jego granica ma rozkltad jednopunktowy.

5. Obliczy¢ granice:
a) lim,_ oo ﬁ f[071]" Voo aiday . day;

b) Tty o0 2= [ 10 S Tbday .y
6. Niech f: [0,1] — R bedzie funkcja ciagta. Obliczy¢ granice:
a) lim,_ oo f[o,l]" FEYE @) day .. day;

b) lim, . f[o,l]" f ( ?/H?lei) dxq...dz,.

7. Definiujemy ciag zmiennych losowych w nastepujacy sposéb: niech X, ma rozkltad jednostajny na
[0,1], dlan > 1, X,,41 na rozklad jednostajny na [0, X,,]. Pokaz, ze granica

1
lim —log X,

n—oo N,

istnieje p.n. i znajdz jej wartos¢.

8. Niech {X,}52; bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie. Zna-
lez¢

lim /I, X,

n—oo
jesli

a) X; ma rozklad jednostajny U (0, 1);
b) X; ma rozklad o gestosci postaci f(x) = ﬁ Lio,1) ().

9*. Niech {X,,}72, bedzie ciagiem zmiennych losowych o éredniej 0. Czy ze zbieznosci X, =50 wy-
nika zbieznos¢ 1 37 | X, Fi02

10. Niech {X,,}52, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie Pois-
sona Poi()\). ZnalezZ¢ granice:

a) % Z?:l XiXit1;
b) £ >0 X7 Xip;
C) E?=1 Xi

Do XiXip1®

11*. Niech {X,, },en bedzie ciagiem nieujemnych niezaleznych zmiennych o takim samym rozkladzie i
takich, ze EX; =y < c0. Niech S,, = X7 + ... + X,,. Zdefiniyymy N, = sup{n : S,, < t}. Pokaz, ze gdy
t — oo, to

Ny

==



12. (Srednia i wariancja empiryczna) Niech {X,,}22, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o
jednakowym rozkltadzie takim, ze Var(X;) < co. Definiujemy zmienne losowe

n

X = %X:Xz oraz 5?2 = 1 Z(Xi—7)2.
i—1

n—1+4
=1

Sprawdzi¢, ze E (X) = EXy, E (S?) = Var(X;) oraz pokaza¢, ze X P Ex,, 52 25 Var(X)).

13. Dany jest ciag X1, X», . . . niezaleznych i nieujemnych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie.
Udowodnij, ze jezeli EX; = oo, to
Xi+Xo+--+ X,
n
14*. Udowodnij ogdlniejsza wersje lematu Kroneckera: jezeli {a, },, i {0, } sa dwoma ciagami takimi, ze
0 < b, /* oo (tzn. monotonicznie zbiega do co) oraz

= a
k
E b—<oo,
k=1 F

— 00 p-w.

to N
. 1 o
nhﬁngo b, ;ak =0.
15%. Zat6zmy, ze {X,, } jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o takim samym rozkfadzie i ich
wspdlna dystrybuanta jest funkcja ciaglta. Mowimy, ze X jest rekordem, jezeli X; > X; dla kazdego
i < j. Niech Y,, bedzie liczba rekordéw wsréd pierwszych n zmiennych losowych. Pokaz, ze

=1, pn.
logn

Wskazéwka: pokaz, ze zdarzenia {X,, jest rekordem} sa niezalezne, a nastepnie postepuj jak w dowo-
dzie SLLN, korzystajac ostatecznie z ogélniejszej wersji lematu Kroneckera.



