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2.3 Problem Plecakowy

Problem plecakowy obejmuje szeroka klase probleméw optymalizacji kombinatorycznej. Dla danego
zbioru przedmiotéw o okreslonych wagach i wartosciach nalezy wybraé¢ podzbiér o jak najwiekszej
sumarycznej wartosci i sumarycznej wadze nie przekraczajacej zadanego ograniczenia.

Wiekszos¢ probleméw plecakowych (w tym obie wersje, ktore przedstawimy) nalezy do klasy pro-
bleméw AN P-trudnych, co oznacza, ze raczej nie mozemy spodziewaé sie rozwiazan dziatajacych w
czasie wielomianowym od rozmiaru danych. Algorytmy, ktére pokazemy sa pseudowielomianowe.

2.3.1 Wersja z powtorzeniami

PROBLEM:
Dane:  ciag wy,...,w, €N
ciag vy, ..., € R
liczba W e N/

Wynik:  wielozbior zbior {iy, ..., i} taki, ze 2521 w;; < W oraz Z?Zl v;; jest maksymalna

Zakladamy, ze waga kazdego przedmiotu nie przekracza W.
Podproblemy: mniejszy plecak.

K (w) = maksymalna wartosé¢ plecaka osiagalna dla plecaka o pojemnosci w.

Fakt 1
~_J 0 jesli w =0,
K(w) = { mMax;.w, <wi K (w—w;) + v;} jesli w >0
O
Czas dzialania: O(nW).
2.3.2 Wersja bez powtorzen
PROBLEM:
Dane:  ciagg wi,...,w, €N
clag vy, ..., 0, ER
liczba W e V/
Wynik:  zbior {i1,...,ix} taki, ze 2521 w;;, < W oraz Z?Zl v;; jest maksymalna.
Podproblemy: mniejszy plecak pakowany podzbiorem przedmiotéw.
K(w,j) = maksymalna wartosé¢ plecaka osiggalna dla plecaka o pojemno§ci w oraz przedmiotow {1,...,5}.
Fakt 2
L~ ] 0 jesliw =0 Ilubj=0
03 = { a0 g 1425, — ) upp
O

Cras dziatania: O(nW).



2.4 Najkrotsze $ciezki miedzy wszystkimi parami wierzcholtkéw

Do uzupemhienia.

2.5 Przynalezno$é do jezyka bezkontekstowego
2.5.1 Definicja problemu

Rozpoczynamy od przypomnienia podstawowych poje¢ zwiazanych z gramatykami bezkontekstowymi
(pojecia te powinny by¢ znane z wykladu Wstep do Informatyki).

Definicja 1 Gramatyka bezkontekstowa nazywamy system G = (Vn,Vr, P, S), gdzie

o Vn i Vp sq skoticzonymi roztqcznymi zbiorami (nazywamy je odpowiednio alfabetem symboli
nieterminalnych ¢ alfabetem symboli terminalnych );

o P jest skoriczonym podzbiorem zbioru Viy x (Viy UVp)* (elementy P nazywamy produkcjami );
e S € Vy i jest nazywany symbolem poczatkowym gramatyki.
Zwyczajowo produkcje (4, ) zapisujemy jako A — a.
Definicja 2 Jesli kazda produkcja gramatyki bezkontekstowej G jest postaci:
e A— BC lub
e A—a,
gdzie A,B,C € Vi ia € Vp, to mowimy, Ze G jest w normalnej postaci Chomsky’ego.

Definicja 3 Niech G = (Vn,Vp, P, S); a, 8,7 € (VN UVp)* oraz A € V. Mowimy, ze ze stowa A
mozna wyprowadzi¢ w G stowo a3, co zapisujemy aAB = oy, jesli A — ~ jest produkcjg z P.

Definicja 4 Jezyk L(G) generowany przez gramatyke G = (Vy,Vr, P,S) definiujemy jako
L(G) = {w | w eV} oraz S = w},
gdzie = oznacza tranzytywne domkniecie relacji = .
PRZYKEAD 1. Niech
e Vn ={S,T,L, R};
o Vo ={()}
e P={S—SS; S—»LT; S-LR; T—-SR; L—(; R—) }

Jak tatwo sprawdzi¢ L(G) jest jezykiem zawierajacy wszystkie stowa zbudowanie z poprawnie rozsta-
wionych nawiaséw.
Przyktadowe wyprowadzenie stowa w=(()()):

S=LT=LSR= LSSR= LLRSR= LLRLRR = (LRLRR =

(LRL)R = (L)L)R = (L)) R = (OOR = (00)

O
PROBLEM:
Dla ustalonej gramatyki bezkontekstowej G = (Vy, Vr, P, S) w normalnej postaci Chomsky’ego
Dane:  stowow=ay...a, (a; € Vpdlai=1,...,n)

Wynik: "TAK” - jesli w € L(G)
»NIE” - w przeciwnym przypadku.



2.5.2 Algorytm naiwny

Niech M (w) oznacza zbior stow wyprowadzalnych z w w jednym kroku.

Fo < {S}
for i =1 to 2|w| — 1 do
F,;+1 < UwEF,; I\I(w)
if w € Fy||—1 then return "TAK” else return "NIE”

PorrawNOSC: Kazda produkcja gramatyki w normalnej postaci Chomsky’ego albo zwieksza o je-
den dtugo$¢ wyprowadzanej frazy albo zamienia symbol nieterminalny na terminalny. Tak wiec kazde
stowo z jezyka o dlugosci n jest wyprowadzane z S po 2n — 1 krokach.

KoszT: Czynnikiem determinujacym koszt algorytmu jest koszt petli wewnetrznej, a ten w gtow-
nym stopniu zalezy od wielkosci zbioréw F;. Niestety, nawet dla tak prostych gramatyk jak ta z
Przyktadu 1, zbiory F; moga zawiera¢ wyktadniczo wiele stow.

2.5.3 Algorytm dynamiczny

IDEA:

Jesli w = ay ... a, jest stowem z jezyka L(G), to pierwsza produkcja zastosowana w jego wypro-
wadzeniu (o ile n > 1) musi mie¢ posta¢ S — AB. Poniewaz dalsze wyprowadzenie z symbolu A jest
niezalezne od wyprowadzenia z symbolu B, wiec musi istnieé¢ i ( 1 < i <n—1) takie, ze z A =ai...a;
oraz B:*>ai+1...an .

Na postawie tej obserwacji mozemy tatwo zbudowacé algorym rekurencyjny, jednak czas jego dziata-
nia moze by¢ wyktadniczy. W szczegolnosci algorytm taki wielokrotnie moze prébowaé wyprowadzaé
ten sam fragment stowa w z tego samego symbolu nieterminalnego.

PRzYKEAD 2. Niech gramatyka zawiera (miedzy innymi) produkcje S — AB oraz A — AA. Na
drugim poziomie rekursji rekurencyjna procedura moze by¢ wywolywana dla A i podstéw ay...a;
(dlai=1,...,n—1); wewnatrz kazdego z tych wywotan bedzie ona znéw wywolywana m.in. dla A i
podstéw ai...a; (j=1,...,i—1).

O

Podejscie dynamiczne polega na obliczeniu dla kazdego podstowa slowa w (poczawszy od pod-
stow jednoliterowych a skoniczywszy na calym w) zbioru nieterminali, z ktérych da sie to podstowo
wyprowadzi¢. Innymi stowy, celem jest wyznaczenie zbiorow m; ; (1 <i < j <mn):

miyj:{A|A€VN&A:*>ai...aj}

Odpowiedzig algorytmu bedzie warto$¢ wyrazenia S € my p.

Zbiory m, ; wyznaczy¢ mozna na podstawie nastepujgcych zaleznosci:
m“:{AHA—)az)GP} dlaizl,...,n

j—1
mij = Jmir@mppr,; dlal<i<j<n
k=1

gdzie m; p @ mi41,; = {A| (A — BC) € P dla pewnych B € m; j, oraz C € my41,n}

KoszT: tatwo sprawdzi¢, ze algorytm wykonuje ©(n?) operacji ®. Poniewaz koszt jednej operacji ®
jest staly (patrz Uwagi implementacyjne), ©(n?) opisuje koszt catego algorytmu.



Uwagi implementacyjne. Elementy obliczanej tablicy sa zbiorami. To stanowi istotng réznice w
stosunku do poprzednich przykladow, gdzie elementy tablicy byly prostego typu. Przyjecie odpowied-
niej struktury danych do pamietania zbioréw m; ; oraz wybér metody obliczania wyniku operacji ®
moze mie¢ istotny wplyw na koszt algorytmu.

Przyktadowo: zbiory m;; mozemy pamietac¢ jako wektory charakterystyczne lub jako listy. W
pierwszym przypadku potrzebujeny ~ (1/2)n?|Vy| bitéw na zapamietanie tablicy. W drugim przy-
padku ponosimy spore koszty pamieciowe zwigzane z uzywaniem wskaznikéw - jednak moga one byé
oplacalne, gdy w $rednim przypadku rozmiar zbioréw m; ; jest nieduzy. W tym przypadku rozsadna
metody obliczania m; 1 ® mi41,; moze okazaé si¢ zwykle przegladanie list:

for each B € m;  do
for each C € my41,; do
if BC jest prawg strong produkcji z P
then m; ; < m; ; U{ symbol z lewej strony tej produkcji }

Przy odpowiednim zapamietaniu informacji o produkcjach, koszt takiego obliczenia nie zalezy od
liczby produkcji i jest proporcjonalny do iloczynu dlugosci list, co w rozwazanym przypadku moze
by¢ znacznie mniejsze od |V |2. Jesli liczba produkcji jest niewielka oplacalne moze by¢ zastosowanie
innego sposobu:

for each (A — BC) € P do
if B € ™My k & C e Mp41,5 then mi < m; ;U {A}

Sposéb ten jest szczegdlnie atrakcyjny przy wektorowej reprezentacji zbioréw, poniewaz wowczas
czas odpowiedzi na pytanie o przynaleznosé elementu do zbioru jest staly i koszt powyzszej petli
wynosi O(|P|).

2.6 Drzewa rozpinajace drabin

Definicja 5 Drabing n-elementowq nazywamy graf D, przedstawiony na rysunku 1

1 2" 3" 4" -2 (-1 n'

Rysunek 1: Drabina n elementowa.

ProBLEM:
Dane:  liczby naturalne n, k;
ciag par liczb naturalnych {u;,v;} (i =1,...,m)
INTERPRETACJA: pary {u;,v;} okre§laja wyréznione krawedzie w n-elementowej dra-
binie;
Wynik:  Liczba drzew rozpinajacych o k krawedziach wyr6znionych.

Idee algorytmu przedstawimy rozwazajac prostszy problem, a mianowicie problem wyznaczania
liczby drzew rozpinajacych w D,, (bez uwzgledniania krawedzi wyréznionych). Co prawda, w takim
przypadku mozna w prosty sposéb wyprowadzi¢ zwiezly wzoér na te liczbe, lecz nie to jest naszym
celem.



W dalszym ciagu, méwiac o drabinie D;, bedziemy mie¢ na mysli podgraf drabiny D; indukowany
przez wierzchotki {1,...,4,1' ... 7}

Fakt 3 Niech T bedzie dowolnym drzewem rozpinajgcym drabiny D;y1, dla dowolnego i > 1. Wiwczas
T N D; jest albo

o drzewem rozpinajgcym drabiny D; albo

o lasem rozpinajgcym grafu D; ztoZonym z dwdch drzew; jedno z tych drzew zawiera wierzchotek i
a drugie - wierzchotek i’.

Analogiczna wtasnosé zachodzi, gdy T jest lasem rozpinajgcym drabiny D1, zbozonym z dwéch drzew,
przy czym jedno z tych drzew zawiera wierzchotek (i + 1), a drugie - wierzchotek i’ + 1).

Niech S; oznacza zbibr drzew rozpinajacych drabiny D;, a N; zbiér laséw rozpinajacych, o ktérych
mowa w Fakcie 3, w drabinie D;. Naszym celem jest policzenie wartosci |S,|.

IDEA ALGORYTMU: Kolejno dla i = 1,...,n liczymy wartosci |S;| oraz |N;|, korzystajac z zaleznosci
przedstawionych w ponizszym fakcie:

Fakt 4 (a) |Sl|:|N1|:1

(b) Dla kazdego i > 1:
|Si| = 3[Si-1] + [Ni-1],

[Ni| = 2|Si-1| + [Nia]-
Dowob:
(a) Oczywiste.
(b) Niech K; = {(i—1,1),((i—1)",4), (i,i')} bedzie zbiorem krawedzi, ktorymi D; rézni sie od D;_;.

Z dowolnego drzewa rozpinajacego T € S;_1 mozna utworzy¢ trzy rézne drzewa rozpinajace z S;
poprzez dodanie dowolnych dwoch krawedzi ze zbioru K;. Ponadto, dodajac wszystkie krawedzie
z K; do dowolnego lasu z N;_1 mozna utworzy¢ jedno drzewo z S;. To uzasadnia pierwszy ze
WZOrow.

Dodajac krawedz (i — 1,i) do drzewa T € S;_; otrzymujemy las z N;. Jedno z jego drzew
zawiera wierzcholek i, a drugie z drzew sklada sie z izolowanego wierzchotka {i'}. Analogicznie
otrzymujemy jeden las dodajac do T krawedz ((i — 1)’,4’). Ponadto, z kazdego lasu z N;_1, po
dodaniu dwoch poziomych krawedzi (i — 1,4) oraz ((¢ — 1)’,4’), otrzymujemy jeden las z N;. To
uzasadnia drugi wzor. |

Teraz w prosty sposéb mozemy te metode uogélni¢ do rozwiazania problemu liczenia drzew roz-
pinajacych z wyréznionymi krawedziami. W tym celu zamiast czterech zbiorow S; i N;, rozwazamy
2(k+1) zbiorow: S;(j), N;(j), gdzie parametr j (j = 0,..., k) oznacza liczbe krawedzi wyréznionych.
Przyktadowo: S;(j) bedzie sie rownaé liczbie drzew rozpinajacych w drabinie D; zawierajacych doktad-
nie j krawedzi wyréznionych. Wyprowadzenie wzoréw analogicznych do tych z Faktu 4 pozostawiamy
jako proste ¢wiczenie.

3 Appendix. N P-zupelnosé

Do zrozumienia materialu wyktadu w zasadzie wystarczy potoczna wiedza, ze problemy N P-trudne
czy tez N'P-zupelne oznaczajg problemy, dla ktorych najprawdopodobniej nie istnieja algorytmy dzia-
tajace w czasie wielomianowym. Nie oznacza to jednak, ze podanych ponizej pojeé i faktow mozna
nie znac:-)



3.1 Definicja klasy NP

Klasa NP bywa definiowana na wiele sposob6w. Najczesciej poprzez niedeterministyczne maszyny
Turinga, jako klasa probleméw decyzyjnych, ktoére sa przez te maszyny rozwiazywane w czasie wielo-
mianowym. My przyjmiemy nastepujaca:

Definicja 6 Problem decyzyjny X nalezy do klasy problemow NP, jesli istnieje wielomianowy algo-
rytm A oraz wielomian p, takie Ze:

€ X & 3y, Y| < p(|2]) A Az, y,) =" accept”

Przyjmujemy tu powszechna konwencje utozsamiania problemu decyzyjnego ze zbiorem danych,
dla ktorych jest odpowiedz “tak” (Przyktadowo problem Prime, polegajacy na stwierdzeniu czy dana
liczba jest pierwsza, utozsamiamy ze zbiorem liczb pierwszych). Tak wiec powyzsza definicje mozna
odczyta¢ w ten sposob, ze problem X jest w klasie NP, jesli istnieje wielomianowy algorytm A, ktory
dla kazdego x € X zaakceptuje go, gdy x bedzie podany na wejSciu wraz z pewnym, nie za dlu-
gim, argumentem y, (o dltugosci ograniczonej przez wielomian od dlugosci a-a). Taki y, nazywamy
Swiadkiem przynalezno$ci x do X. Natomiast zaden x spoza X nie zostanie zaakceptowany przez A,
niezaleznie od tego z jakimi kandydatami na swiadkéw nie dostarczaliby$my go na wejsciu dla A.

PRZYKEAD.
Rozwazmy problem NonPrime, polegajacy na sprawdzeniu, czy dana liczba jest zlozona. Prostym
algorytmem $wiadczacym o przynalezno$ci NonPrime do klasy NP jest ponizszy prosciutki algorytm:

Algorytm D(x,y)
if (1 <y <z && z mod y ==0) return ("accept”)
else return ('reject”)

Swiadkiem dla # € NonPrime jest dowolny jego dzielnik, natomiast = ¢ NonPrime nie zostanie
zaakceptowany przez D z zadnym kandydatem na §wiadka. Oczywiscie D dziata w czasie wielomia-
nowym. O

Aby sie przekonaé, ze nie zawsze tak tatwo, jak dla NonPrime, mozna poda¢ odpowiedni algorytm
$wiadczacy o przynaleznosci problemu do klasy AP, sprobuj rozwiaza¢ ponizsze ¢wiczenie:

CWICZENIE.
Podaj algorytm $wiadczacy o przynaleznosci problemu Prime' do klasy NP.

3.2 Wiecej o klasie NP

Nie wszystkie problemu z klasy A'P sg jednakowo trudne. W szczegolnosci naleza do niej wszystkie
problemy z klasy P, a wiec takie, ktére mozna rozwigzaé algorytmami wielomianowymi nie korzysta-
jacymi ze Swiadkow.

W klasie

Definicja 7 Problem decyzyjny A jest N'P-zupetny, jesli:
e Ac NP,

e dowolny problem B z klasy N'P jest wielomianowo redukowalny do problemu A.

Wyjadnienia wymaga jeszcze drugi warunek w powyzszej definicji.

LW rzeczywistosci problem ten nalezy do klasy P, o czym wiadomo od 2002 roku: M.Agrawal, N.Kayal, N.Saxena,
Primes in P, tech. rep.; wersja czasopismowa w Annals of Mathematics 160(2): 781-793, 2004



Definicja 8 Problem decyzyjny B jest wielomianowo redukowalny do problemu A, jesli istnieje funk-
cja f oraz wielomian q, takie, Ze:

o istnieje wielomianowy algorytm obliczajocy wartosci funkcji f,
o V,xe As f(x) € B.

Mam nadzieje, ze nie irytuje Was brak precyzji w powyzszych definicjach. Spowodowany jest on
przeswiadczeniem, ze rozbudowany formalizm konieczny dla zachowania precyzji zniechecitby wielu z
Was do przeczytania notatki. Jestem tez przekonany, ze tatwo “"dopowiecie” sobie szczegoly.

Podstawowe problemy NP-zupetlne:
e 3-SAT

— Dane: Formuta ¢ w postaci 3CNF.
— Pytanie: Czy ¢ jest spelnialna?

e Trojwymiarowe skojarzenie

— Dane: Zbior trojek M C W x X x Y, gdzie W, X, Y - rozlaczne zbiory, kazdy o mocy ¢

— Pytanie: Czy istnieje M’ C M, o mocy g, taki, ze zadne elementy z M’ nie maja takiej
samej wspolrzednej?

Pokrycie wierzchotkowe

— Dane: Graf G = (V, E) i liczba K < |V|.

— Pytanie: Czy istnieje V' C V o0 mocy nie wiekszej niz K, taki, ze kazda krawedz z F jest
incydentna z co najmniej jednym wierzchotkiem z V'?

Klika

— Dane: Graf G = (V, E) i liczba K < |V].

— Pytanie: Czy istnieje pelny podgraf w G' o co najmniej K wierzchotkach?
e Cykl Hamiltona

— Dane: Graf G = (V, E).

— Pytanie: Czy w G istnieje cykl przechodzacy przez kazdy wierzcholek z V' doktadnie jeden
raz?

e Rozbicie

— Dane: Zbior A i funkcja wagowa c: A — Z+.

— Pytanie: Czy istnieje podzbior A’ C A, taki, ze

Problemy NP-trudne.



