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a 2017

Metoda Dziel i Zwy
i�»aj (
d.)

IIUWr. II rok informatyki. Opra
owaª: Krzysztof Lory±

3.4 Sie
i przeª¡
zników

Przeª¡
znikiem dwustanowym nazywamy urz¡dzenie o dwó
h porta
h wej±
iowy
h i dwó
h porta
h

wyj±
iowy
h, które:

• w stanie 1 przesyªa dane z wej±
ia i na wyj±
ie i (dla i = 0, 1),

• w stanie 2 przesyªa dane z wej±
ia i na wyj±
ie (i+ 1) mod 2 (dla i = 0, 1).

a a a

ab b b

b

Stan 1: "na wprost" Stan 2: "na ukos"

Rysunek 1: Przeª¡
znik dwustanowy

�¡
z¡
 ze sob¡ przeª¡
zniki otrzymujemy sie
i przeª¡
zników, które poprzez ró»ne ustawienia prze-

ª¡
zników mog¡ realizowa¢ ró»ne permuta
je dany
h.

Rysunek 2: Przykªad sie
i przeª¡
zników o 6 wej±
ia
h

Problem:

Dane: li
zba naturalna n.
Zadanie: skonstruowa¢ sie¢ Permn przeª¡
zników realizuj¡
¡ wszystkie permuta
je n elemen-

tów.

Kryteriami okre±laj¡
ymi jako±¢ sie
i s¡:

• li
zba przeª¡
zników;

• gª�boko±¢ sie
i, tj. dªugo±¢ maksymalnej drogi od portu wej±
iowego do portu wyj±
iowego.

Dªugo±¢ ta mierzona jest li
zb¡ przeª¡
zników znajduj¡
y
h si� na drodze od portu wej±
iowego

sie
i do portu wyj±
iowego (o
zywi±
ie poª¡
zenia mi�dzy przeª¡
znikami s¡ jednokierunkowe).
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3.4.1 Konstruk
ja

Dla prostoty ograni
zymy si� do konstruk
ji sie
i dla n b�d¡
ego pot�g¡ li
zby 2.
Konstruk
ja oparta jest za zasadzie Dziel i Zwy
i�»aj i sprowadza si� do sprytnego rozesªania da-

ny
h wej±
iowy
h do dwó
h (zbudowany
h rekuren
yjnie) egzemplarzy sie
i o n/2 wej±
ia
h, a nast�p-
nie na umiej�tnym poª¡
zeniu portów wyj±
iowy
h ty
h podsie
i. Istota tej konstruk
ji przedstawiona

jest na poni»szym rysunku.

Podsieci dla n/2 przelacznikow

Rysunek 3: Konstruk
ja sie
i dla n = 8

Porty wej±
iowe sie
i poª¡
zone przeª¡
znikiem w pierwszej warstwie oraz porty wyj±
iowe poª¡-


zone przeª¡
znikiem w ostatniej warstwie b�dziemy nazywa¢ portami s¡siednimi.

Fakt 1 Tak skonstruowana sie¢ ma gª�boko±¢ 2 logn− 1 i zawiera Θ(n logn) przeª¡
zników.

Dowód: Gª�boko±¢ sie
i wyra»a si� równaniem

G(2k) =

{

1 dla k = 1
G(2k−1) + 2 dla k > 1

a li
zba przeª¡
zników - równaniem:

P (2k) =

{

1 dla k = 1
2P (2k−1) + 2k dla k > 1

✷

3.4.2 Poprawno±¢ konstruk
ji

Nie
h π b�dzie dowoln¡ permuta
j¡ n-elementow¡. Poka»emy, »e istnieje ustawienie przeª¡
zników

sie
i realizuj¡
e π, tj. takie, »e dane z i-tego portu sie
i zostan¡ przesªane na π(i)-ty port wyj±
iowy

(dla i = 1, . . . , n). Istnienie takiego ustawienia b�dzie konsekwen
j¡ istnienia odpowiedniego dwuko-

lorowania wierz
hoªków w nast�puj¡
ym gra�e Gπ = (V,E).

• Zbiór V = VI ∪ VO ∪ VM skªada si� z:

� n wierz
hoªków (podzbiór VI) odpowiadaj¡
y
h portom wej±
iowym sie
i;

� n wierz
hoªków (podzbiór VO) odpowiadaj¡
y
h przeª¡
znikom z ostatniej warstwy sie
i

(po dwa wierz
hoªki na ka»dy przeª¡
znik);

� n wierz
hoªków (podzbiór VM ) dodany
h ze wzgl�dów te
hni
zny
h.

• Wszystkie wierz
hoªki z V etykietujemy:

� wierz
hoªek z VI odpowiadaj¡
y i-temu portowi wej±
iowemu otrzymuje etykiet� i;
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� wierz
hoªki z VO, z pary odpowiadaj¡
ej j-temu przeª¡
znikowi ostatniej warstwy, otrzy-

muj¡ etykiety i” i k”, takie, »e 2j − 1 = π(i) oraz 2j = π(k) (innymi sªowy na porty

wyj±
iowe j-tego przeª¡
znika maj¡ by¢ wysªane warto±
i z i-tego oraz k-tego portu wej-

±
iowego sie
i);

� wierz
hoªki z VM otrzymuj¡ w dowolny sposób ró»ne etykiety ze zbioru {1′, 2′, . . . , n′}.

• Zbiór E = EI ∪ EO ∪ EM skªada si� z:

� n/2 kraw�dzi (podzbiór EI) ª¡
z¡
y
h wierz
hoªki o etykieta
h 2i − 1 i 2i, a wi�
 takie,

które odpowiadaj¡ s¡siednim portom wej±
iowym;

� n/2 kraw�dzi (podzbiór EO) ª¡
z¡
y
h wierz
hoªki odpowiadaj¡
e temu samemu przeª¡
z-

nikowi ostatniej warstwy;

� 2n kraw�dzi (podzbiór EM ) ª¡
z¡
y
h wierz
hoªki o etykieta
h i i i′ oraz wierz
hoªki o

etykieta
h i′ i i”.

Fakt 2 Graf Gπ jest sum¡ rozª¡
zny
h 
ykli parzystej dªugo±
i.

Dowód: Stopie« ka»dego wierz
hoªka w Gπ jest równy 2, a wi�
 G jest sum¡ rozª¡
zny
h 
ykli. S¡

one parzystej dªugo±
i, poniewa», jak ªatwo zauwa»y¢, ka»dy 
ykl zawiera parzyst¡ li
zb� wierz
hoª-

ków z VI , parzyst¡ li
zb� wierz
hoªków z VO, a wi�
 tak»e parzyst¡ li
zb� wierz
hoªków z VM . ✷

Z faktu tego wprost wynika istnienie kolorowania wierz
hoªków Gπ dwoma kolorami (powiedzmy

biaªym i 
zarnym). Kolorowanie to ma nast�puj¡
e wªasno±
i:

• Wierz
hoªki odpowiadaj¡
e s¡siednim portom (zarówno wej±
iowym jak i wyj±
iowym) otrzy-

muj¡ ró»ne kolory.

• Wierz
hoªki o etykieta
h i oraz i” otrzymuj¡ ten sam kolor (dla ka»dego i = 1, . . . , n).

St¡d wnioskujemy istnienie ustawienia przeª¡
zników realizuj¡
ego π:

• Przeª¡
zniki z pierwszej warstwy ustawiamy tak, by dane z portów biaªy
h (dokªadniej: który
h

odpowiadaj¡
e wierz
hoªki otrzymaªy kolor biaªy) byªy przesªane do górnej podsie
i Permn/2.

• Przeª¡
zniki w górnej podsie
i Permn/2 ustawiamy tak, by permutowaªa swoje dane zgodnie z

permuta
j¡ π. Dokªadniej:
Nie
h K = k1, . . . , kn/2 b�dzie 
i¡giem etykiet biaªy
h wierz
hoªków z VI w kolejno±
i i
h wy-

st�powania w 
i¡gu {1, 2, . . . , n} a L = l1, . . . , ln/2 
i¡giem etykiet biaªy
h wierz
hoªków z VO

w kolejno±
i i
h wyst�powania w 
i¡gu π(1), . . . , π(n). Nie
h πa : {1, . . . , n/2} → {1, . . . , n/2}
b�dzie permuta
j¡ tak¡, »e πa(i) = j wtedy i tylko wtedy gdy lj = k”i. Przeª¡
zniki ustawiamy

tak, by podsie¢ realizowaªa permuta
j� πa. Takie ustawienie istnieje na mo
y induk
ji. Podobne

rozwa»ania przeprowadzamy dla dolnej podsie
i Permn/2.

• Dla przel¡
zników ostatniej warstwy stosujemy nast�puj¡
¡ reguª�:

Nie
h i” b�dzie etykiet¡ biaªego wierz
hoªka z pary odpowiadaj¡
ej j-temu przeª¡
znikowi, a k”
- etykiet¡ 
zarnego wierz
hoªka z tej pary. Je±li i poprzedza k w permuta
ji π (tzn. i = π(2j−1)
oraz k = π(2j)) przeª¡
znik ustawiamy na wprost, w prze
iwnym razie ustawiamy na ukos.
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3.5 Para najbli»ej poªo»ony
h punktów

Problem:

Dane: Zbiór P = {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} wspóªrz�dny
h punktów na pªasz
zy¹nie.

Zadanie: Znale¹¢ dwa najbli»ej poªo»one wzgl�dem siebie punkty w P , tj. znale¹¢ i,j takie,

»e d(xi, yi, xj , yj) = min{d(xk, yk, xl, yl) | 1 ≤ k < l ≤ n}, gdzie d(xk, yk, xl, yl) =
√

(xk − xl)2 + (yk − yl)2.

Siªowe rozwi¡zanie, polegaj¡
e na wyli
zeniu i porównaniu odlegªo±
i mi�dzy ka»d¡ par¡ punktów,

wymaga 
zasu Ω(n2). Przedstawimy teraz strategi� Dziel i Zwy
i�»aj, która daje algorytm dziaªaj¡
y

w 
zasie Θ(n logn).

Terminologia: mówi¡
 o punk
ie r b�dziemy mie¢ na my±li punkt o wspóªrz�dny
h (xr , yr).

3.5.1 Strategia Dziel i Zwy
i�»aj

1. (a) Sortujemy punkty z P wedªug wspóªrz�dny
h x i zapami�tujemy je w tabli
y X ;

(b) Sortujemy punkty z P wedªug wspóªrz�dny
h y i zapami�tujemy je w tabli
y Y ;

(
) Znajdujemy prost¡ l dziel¡
¡ P na dwa równoli
zne (z dokªadno±
i¡ do 1) podzbiory:

• PL- podzbiór punktów le»¡
y
h na lewo od l,

• PR - podzbiór punktów le»¡
y
h na prawo od l.

Punkty znajduj¡
e si� na prostej l (o ile s¡ takie) kwali�kujemy do ty
h podzbiorów w

dowolny sposób.

2. { rekuren
yjnie }

(i1, j1)← para punktów z PL o najmniejszej odlegªo±
i;

(i2, j2)← para punktów z PR o najmniejszej odlegªo±
i.

3. Nie
h (i′, j′) b�dzie t¡ par¡ punktów znalezion¡ w kroku 2, dla której odlegªo±¢ (ozna
zmy j¡

przez d) jest mniejsza.

Sprawdzamy 
zy istnieje para punktów (t, s) odlegªy
h o mniej ni» d taki
h, »e t ∈ PL i s ∈ PR.

Je±li istnieje, przekazujemy j¡ jako wynik pro
edury, w prze
iwnym razie jako wynik przekazu-

jemy par� (i′, j′).

✷

Wyja±nienia wymaga sposób realiza
ji kroku 3. Ozna
zmy przez PC zbiór ty
h punktów z P ,

które le»¡ w odlegªo±
i nie wi�kszej ni» d od prostej l. Nie
h Y ′
ozna
za tabli
� Y , z której usuni�to

wszystkie punkty spoza PC . Korzystamy z nast�puj¡
ego spostrze»enia:

Fakt 3 Je±li (t, s) jest par¡ punktów odlegªy
h o mniej ni» d tak¡, »e t ∈ PL i s ∈ PR, to t i s nale»¡

do PC . Ponadto w tabli
y w Y ′
pomi�dzy t a s le»y nie wi�
ej ni» 6 punktów.

Dowód: Gdyby jeden z punktów le»aª w odlegªo±
i wi�kszej ni» d od prostej l, to odlegªo±¢ mi�dzy

nimi byªaby wi�ksza ni» d. O
zywiste jest te», »e wspóªrz�dne y-kowe ty
h punktów ró»ni¡ si� nie

wi�
ej ni» o d. Tak wi�
 punkty t i s le»¡ w prostok¡
ie o wymiara
h d×2d jak pokazano na rysunku 4.

W 
z�±
i A le»¡ tylko punkty z PL. Poniewa» ka»de dwa z ni
h odlegªe s¡ od siebie o 
o najmniej d,
wi�
 mo»e i
h tam znajdowa¢ si� 
o najwy»ej 4. Z analogi
znego powodu w 
z�±
i B mo»e znajdowa¢

si� nie wi�
ej ni» 4 punkty z PR. Tak wi�
 w 
aªym prostok¡
ie znajduje si� nie wi�
ej ni» 8 punktów.

✷

Krok 3 sprowadza si� wi�
 do utworzenia tabli
y Y ′
, a nast�pnie do obli
zenia odlegªo±
i ka»dego

punktu z Y ′
do 
o najwy»ej siedmiu punktów nast�puj¡
y
h po nim w tej tabli
y.
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Rysunek 4: (a) W kroku 3 pary (t, s) nale»y szuka¢ tylko w zazna
zonym pasie (b) Je±li p ma by¢ jednym z

punktów pary (t, s), to drugi punkt musi znajdowa¢ si� w kwadra
ie A. Ponadto wszystkie punkty z Y ′
le»¡
e

mi�dzy t a s musz¡ le»e¢ w A lub w B.

3.5.2 Koszt:

Krok 1:

� Sortowanie - Θ(n logn).

� Znalezienie prostej l i podziaª P na podzbiory - koszt staªy.

Krok 2: 2T (n/2)

Krok 3:

� Utworzenie Y ′
- Θ(n).

� Szukanie pary (t, s) - Θ(n).

St¡d koszt 
aªego algorytmu wyra»a si� równaniem T (n) = 2T (n/2)+Θ(n logn), którego rozwi¡za-
niem jest Θ(n log2 n). Koszt ten mo»na zredukowa¢ do Θ(n logn). Wystar
zy zauwa»y¢ , »e sortowanie

punktów w ka»dym wywoªaniu rekuren
yjnym jest zbyte
zne. Zbiór P mo»emy przekazywa¢ kolej-

nemu wywoªaniu rekuren
yjnemu jako tabli
e X i Y . Na i
h podstawie mo»na w 
zasie liniowym

utworzy¢ odpowiednie tabli
e dla zbiorów PL i PR. Tak wi�
 sortowanie wystar
zy przeprowadzi¢

jeden raz - przed pierwszym wywoªaniem pro
edury rekuren
yjnej.

Po takiej mody�ka
ji 
zas wykonania pro
edury rekuren
yjnej wyra»a si� równaniem T (n) =
2T (n/2) + Θ(n), którego rozwi¡zaniem jest Θ(n logn). Dodany do tego 
zas sortowania nie zwi�ksza

rz�du funk
ji.
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