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3.4 Sieci przelacznikéw

Przelgcznikiem dwustanowym nazywamy urzadzenie o dwodch portach wejsciowych i dwoch portach
wyjsSciowych, ktére:

e w stanie 1 przesylta dane z wejscia ¢ na wyjscie ¢ (dla ¢ = 0, 1),

e w stanie 2 przesyla dane z wejscia i na wyjscie (i + 1) mod 2 (dla i =0, 1).

a a a b
b b b a
Stan 1: "na wprost" Stan 2: "na ukos"

Rysunek 1: Przetgcznik dwustanowy

Laczac ze soba przetaczniki otrzymujemy sieci przetgceznikow, ktére poprzez rézne ustawienia prze-
tacznikéw moga realizowaé rézne permutacje danych.

Rysunek 2: Prayktad sieci przetgceznikéw o 6 wejsciach

ProsBLEM:
Dane: liczba naturalna n.
Zadanie: skonstruowac sie¢ Perm,, przelacznikow realizujaca wszystkie permutacje n elemen-

tow.
Kryteriami okreslajacymi jakosé¢ sieci sa:
e liczba przelacznikow;

o glebokosé¢ sieci, tj. dlugo$¢ maksymalnej drogi od portu wejsciowego do portu wyjsciowego.
Dtugosé ta mierzona jest liczba przelacznikéw znajdujacych sie na drodze od portu wejsciowego
sieci do portu wyjsciowego (oczywiscie polaczenia miedzy przetacznikami sa jednokierunkowe).



3.4.1 Kounstrukcja

Dla prostoty ograniczymy sie do konstrukeji sieci dla n bedacego potega liczby 2.

Konstrukcja oparta jest za zasadzie Dziel i Zwyciezaj i sprowadza sie do sprytnego rozesltania da-
nych wejsciowych do dwoch (zbudowanych rekurencyjnie) egzemplarzy sieci o n/2 wejsciach, a nastep-
nie na umiejetnym potaczeniu portéw wyjsciowych tych podsieci. Istota tej konstrukeji przedstawiona
jest na ponizszym rysunku.

Podsieci dla n/2 przelacznikow

y

Rysunek 3: Konstrukcja sieci dla n =8

Porty wejsciowe sieci polaczone przelacznikiem w pierwszej warstwie oraz porty wyj$ciowe pota-
czone przelacznikiem w ostatniej warstwie bedziemy nazywaé portami sgsiednimi.

Fakt 1 Tak skonstruowana sieé¢ ma gtebokosé 2logn — 1 i zawiera ©(nlogn) przetgcznikéw.

DowoD: Glebokosé sieci wyraza sie rownaniem

e 1 dla k=1
G(2)_{G(2k1)+2 dla k> 1

a liczba przetacznikéw - réwnaniem:

o [ 1 dla k=1
P2 )_{ 2P(2k-1) 4 2F  dlak > 1

3.4.2 Poprawnos$é konstrukceji

Niech 7 bedzie dowolna permutacja n-elementowa. Pokazemy, ze istnieje ustawienie przelacznikow
sieci realizujace 7, tj. takie, ze dane z i-tego portu sieci zostang przestane na 7(i)-ty port wyjsciowy
(dlai =1,...,n). Istnienie takiego ustawienia bedzie konsekwencja istnienia odpowiedniego dwuko-
lorowania wierzchotkéw w nastepujacym grafie G, = (V, E).

e 7Zbior V =V U Vp U V), sklada sie z:

— n wierzchotkow (podzbior Vi) odpowiadajacych portom wejSciowym sieci;

— n wierzchotkow (podzbior Vi) odpowiadajacych przelacznikom z ostatniej warstwy sieci
(po dwa wierzchotki na kazdy przelacznik);

— n wierzchotkéw (podzbior Vi) dodanych ze wzgledow technicznych.
o Wszystkie wierzchotki z V' etykietujemy:

— wierzchotek z V; odpowiadajacy i-temu portowi wejSciowemu otrzymuje etykiete i;



— wierzchotki z Vp, z pary odpowiadajacej j-temu przetacznikowi ostatniej warstwy, otrzy-
muja etykiety ¢” 1 k7, takie, ze 25 — 1 = n(i) oraz 25 = w(k) (innymi stowy na porty
wyjSciowe j-tego przelacznika maja by¢ wystane wartosci z i-tego oraz k-tego portu wej-
Sciowego sieci);

— wierzcholki z Vi otrzymuja w dowolny sposob rozne etykiety ze zbioru {1',2',...,n'}.

e 7Zbior E = E; U Ep U E)y sklada sie z:

— n/2 krawedzi (podzbior Fr) laczacych wierzcholki o etykietach 2i — 1 1 2i, a wiec takie,
ktore odpowiadaja sasiednim portom wejsciowym;

— n/2 krawedzi (podzbior Eo) taczacych wierzchotki odpowiadajace temu samemu przetacz-
nikowi ostatniej warstwy;

— 2n krawedzi (podzbior Ejs) taczacych wierzcholki o etykietach i i i’ oraz wierzchotki o
etykietach i’ i ¢”.

Fakt 2 Graf G, jest sumq roztgcznych cykli parzystej dtugosci.

DowoD: Stopien kazdego wierzchotka w G, jest rowny 2, a wiec G jest suma roztacznych cykli. Sa
one parzystej dlugosci, poniewaz, jak latwo zauwazy¢, kazdy cykl zawiera parzysta liczbe wierzchol-
koéw z Vi, parzysta liczbe wierzchotkéow z Vo, a wiec takze parzysta liczbe wierzchotkow z V. O

Z faktu tego wprost wynika istnienie kolorowania wierzchotkow G, dwoma kolorami (powiedzmy
bialym i czarnym). Kolorowanie to ma nastepujace wtasnosci:

e Wierzcholki odpowiadajace sasiednim portom (zaréwno wejsciowym jak i wyjsciowym) otrzy-
muja rézne kolory.

e Wierzcholki o etykietach ¢ oraz ¢ otrzymuja ten sam kolor (dla kazdego i = 1,...,n).

Stad wnioskujemy istnienie ustawienia przelacznikéw realizujacego m:

o Przetaczniki z pierwszej warstwy ustawiamy tak, by dane z portéw biatych (doktadniej: ktorych
odpowiadajace wierzchotki otrzymaty kolor biaty) byty przestane do gérnej podsieci Permy, ;.

e Przefaczniki w gornej podsieci Perm,, o ustawiamy tak, by permutowala swoje dane zgodnie z
permutacja w. Dokladniej:
Niech K = k1,...,ky/2 bedzie ciggiem etykiet bialych wierzchotkéw z Vi w kolejnosci ich wy-
stepowania w ciagu {1,2,...,n} a L = 1y,..., I 2 ciagiem etykiet bialych wierzchotkow z Vo
w kolejnosci ich wystepowania w ciagu m(1),...,m(n). Niech m, : {1,...,n/2} = {1,...,n/2}
bedzie permutacjy taka, ze m, (1) = j wtedy i tylko wtedy gdy [; = kJ. Przelaczniki ustawiamy
tak, by podsie¢ realizowala permutacje m,. Takie ustawienie istnieje na mocy indukcji. Podobne
rozwazania przeprowadzamy dla dolnej podsieci Permy, ;.

e Dla przelacznikéw ostatniej warstwy stosujemy nastepujaca regule:
Niech ¢” bedzie etykieta biatego wierzcholka z pary odpowiadajacej j-temu przetacznikowi, a k”
- etykieta czarnego wierzcholka z tej pary. Jesli ¢ poprzedza k w permutacji m (tzn. i = 7(2j—1)
oraz k = w(2j)) przelacznik ustawiamy na wprost, w przeciwnym razie ustawiamy na ukos.



3.5 Para najblizej polozonych punktéw

PROBLEM:
Dane: Zbior P = {(x1,vy1),- .-, (@n,yn)} wspolrzednych punktéw na plaszczyinie.

Zadanie: Znalez¢ dwa najblizej polozone wzgledem siebie punkty w P, tj. znalezé 4,5 takie,
ze d(xi,yi, vj,y;) = min{d(xr, yx, i, y) | 1 <k <1< n}, gdzie d(xw, yr, 11, 91) =
Ve —x)? + (yr —w)*

Sitowe rozwiazanie, polegajace na wyliczeniu i poréwnaniu odlegtosci miedzy kazda para punktow,
wymaga czasu Q(n?). Przedstawimy teraz strategie Dziel i Zwyciezaj, ktora daje algorytm dziatajacy
w czasie ©(nlogn).

TERMINOLOGIA: moéwiac o punkcie r bedziemy mie¢ na mysli punkt o wspotrzednych (z,, y,.).

3.5.1 Strategia Dziel i Zwyciezaj
1. (a) Sortujemy punkty z P wedlug wspoélrzednych x i zapamietujemy je w tablicy X;
(b) Sortujemy punkty z P wedlug wspoélirzednych y i zapamietujemy je w tablicy Y;
(¢) Znajdujemy prosta [ dzielaca P na dwa réwnoliczne (z dokladnoscia do 1) podzbiory:

e P;- podzbiér punktéw lezacych na lewo od [,
e Pr - podzbiér punktéw lezacych na prawo od [.

Punkty znajdujace sie na prostej ! (o ile sa takie) kwalifikujemy do tych podzbioréw w
dowolny sposoéb.

2. { rekurencyjnie }
(i1,71) < para punktow z Pp, o najmniejszej odleglosci;
(i2, j2) < para punktow z Pr o najmniejszej odleglosci.

3. Niech (¢, ;') bedzie ta para punktow znaleziong w kroku 2, dla ktorej odlegtosé (oznaczmy ja
przez d) jest mniejsza.
Sprawdzamy czy istnieje para punktow (¢, s) odleglych o mniej niz d takich, ze t € Py, i s € Pg.
Jedli istnieje, przekazujemy ja jako wynik procedury, w przeciwnym razie jako wynik przekazu-
jemy pare (i’ j').

O

Wyjasnienia wymaga sposéb realizacji kroku 3. Oznaczmy przez Po zbiér tych punktéw z P,

ktore leza w odleglosci nie wiekszej niz d od prostej I. Niech Y’ oznacza tablice Y, z ktorej usunieto
wszystkie punkty spoza Po. Korzystamy z nastepujacego spostrzezenia:

Fakt 3 Jesli (t,s) jest parg punktow odlegtych o mniej niz d takq, zet € Pr, i s € Pr, tot i s nalezqg
do Pc. Ponadto w tablicy wY' pomiedzy t a s lezy nie wiecej niz 6 punktow.

DowoD: Gdyby jeden z punktéw lezat w odlegtosci wiekszej niz d od prostej [, to odlegtosé miedzy
nimi bylaby wieksza niz d. Oczywiste jest tez, ze wspolrzedne y-kowe tych punktéw réznia sie nie
wiecej niz o d. Tak wiec punkty ¢ i s leza w prostokacie o wymiarach d x 2d jak pokazano na rysunku 4.

W czesci A leza tylko punkty z Pp. Poniewaz kazde dwa z nich odlegte sa od siebie o co najmniej d,
wiec moze ich tam znajdowaé sie co najwyzej 4. Z analogicznego powodu w czesci B moze znajdowaé
sie nie wiecej niz 4 punkty z Pr. Tak wiec w calym prostokacie znajduje sie nie wiecej niz 8 punktdw.

O

Krok 3 sprowadza sie wiec do utworzenia tablicy Y’ a nastepnie do obliczenia odleglosci kazdego

punktu z Y’ do co najwyzej siedmiu punktéw nastepujacych po nim w tej tablicy.



(2) (b)

Rysunek 4: (a) W kroku 8 pary (t,s) nalezy szukaé tylko w zaznaczonym pasie (b) Jesli p ma byé jednym z
punktéw pary (t,s), to drugi punkt musi znajdowaé si¢ w kwadracie A. Ponadto wszystkie punkty z Y’ lezgce
miedzy t a s muszq leze¢ w A lub w B.

3.5.2 Koszt:
Krok 1:

— Sortowanie - ©(nlogn).

— Znalezienie prostej [ i podzial P na podzbiory - koszt staly.
Krok 2: 2T(n/2)
Krok 3:

— Utworzenie Y’ - ©(n).
— Szukanie pary (t,s) - O(n).

Stad koszt calego algorytmu wyraza sie rownaniem T'(n) = 27(n/2)+©(nlogn), ktérego rozwiaza-
niem jest ©(n log? n). Koszt ten mozna zredukowaé do ©(n logn). Wystarczy zauwazy¢ , ze sortowanie
punktéow w kazdym wywolaniu rekurencyjnym jest zbyteczne. Zbioér P mozemy przekazywaé kolej-
nemu wywotaniu rekurencyjnemu jako tablice X i Y. Na ich podstawie mozna w czasie liniowym
utworzy¢ odpowiednie tablice dla zbioréw Pr i Pr. Tak wiec sortowanie wystarczy przeprowadzié
jeden raz - przed pierwszym wywotaniem procedury rekurencyjne;j.

Po takiej modyfikacji czas wykonania procedury rekurencyjnej wyraza sie rownaniem T'(n) =
2T (n/2) + ©(n), ktorego rozwiazaniem jest ©(nlogn). Dodany do tego czas sortowania nie zwieksza
rzedu funkcji.



