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2 Problemy, algorytmy, programy

Zakladam, ze wszyscy znaja te pojecia. Ponizej podajemy przyktady dwédch probleméw oraz réznych
algorytmoéw rozwiazujacych je.

Przyklad 1 Mnozenie liczb naturalnych.
PROBLEM.
dane: a,be N

wynitk:  iloczyn liczb a i b

ALCGORYTM 1. a razy doda¢ do siebie liczbe b
ALGORYTM 2. "Pomnozy¢ pisemnie”

ALGORYTM 3. Mnozenie "po rosyjsku”

1. oblicz ciag a1, az, ..., ax taki, ze a1 = a, ar = 1, aiy1 = [ 5] (dlai=1,...,k 1),
2. oblicz ciag b1, ba, ..., b, taki, ze by = b, biy1 = 2b; (dlai=1,...,k —1),

k.
3. oblicz 2 bi

a; nieparzyste

UwaAGA: Poézniej poznamy jeszcze dwa inne (niebanalne) algorytmy mnozenia liczb.

Przyklad 2 Obliczanie n-tej liczby Fibonacciego.
PROBLEM.

dane: neEN

wynik:  warto$¢ n-tej liczby Fibonacciego modulo stata ¢

ALGORYTM 1. Metoda rekurencyjna

fibrek(intn)
{ if(n <1)return 1;

return (fibrek(n — 1) + fibrek(n — 2)) mod c;
}

ALGORYTM 2. Metoda iteracyjna

fibiter(intn)
{ inti,t, O, f1;
fO+— fl+1;
for (i =2;i < n;it+)
{t + fO; fO <+ f1; f1 + (t + fO0) mod ¢; }
return f1;

}




ALGORYTM 3. Metoda "macierzowa”

Korzystamy z tego, ze

| — |
— O
— =

REARE
IR

Wystarczy wiec podnies¢é macierz do odpowiedniej potegi (wykonujac obliczenia modulo ¢) a na-
stepnie wynik przemnozy¢ przez wektor [1,1]7. O

Stad

UWAGTH:

e Bedziemy zajmowaé sie tylko problemami okreslonymi na nieskoriczonej dziedzinie (zbiorze da-
nych). Dla problemu mnozenia jest nig A2, a dla problemu obliczania liczb Fibonacciego N

e Do zapisu algorytmow bedziemy stosowaé rézne formalizmy: od jezyka C++, poprzez pseudo-
pascal do opisu stownego.

3 Zlozono$é algorytmoéw i probleméw

Efektywnosé (ztozonosé) algorytmoéw mozna poréwnywac empirycznie badz teoretycznie. Wada pierw-
szej metody jest jej zalezno$¢ od implementacji oraz fakt, ze zwykle mozna przetestowaé tylko nie-
wielka grupe danych. Bedziemy zajmowac sie gléwnie druga metoda. Ztozonos¢ algorytmow bedziemy

okresla¢ funkcja rozmiaru danych.

Przyklad 3 Przyktady okreslenia rozmiaru danych.

Problem Rozmiar danych

Wyszukiwanie elementu w ciggu # elementéw w ciggu

Mnozenie macierzy Rozmiary macierzy

Sortowanie ciggu liczb # elementow w ciggu

Przechodzenie drzewa binarnego # weztow w drzewie

Rozwigzywanie uktadu réwnan # rownan lub # zmiennych lub obie
Problemy grafowe # wierzchotkow lub # krawedzi lub obie.

Bedzie nas interesowaé:
- Ztozonosé czasowa - liczba jednostek czasu potrzebnych na wykonanie algorytmu.

- Ztozonosé pamieciowa - liczba jednostek pamieci (np. komorek, bitow) potrzebnych na wykona-
nie algorytmu.

Jednostka czasu - czas potrzebny na wykonanie elementarnej operacji. Aby nasze rozwazania byty
precyzyjne musimy okresli¢ model komputera. Dla nas podstawowym modelem bedzie maszyna RAM
(jej krotki opis zamieszczony jest na koricu notatki). Zwykle bedziemy przyjmowaé nastepujace:

o kryterium jednorodne - koszt kazdej operacji maszyny RAM jest jednostkowy.

Kryterium jednorodne jest nierealistyczne w przypadku algorytméw operujacych na wielkich liczbach.
W takich przypadkach bedziemy postugiwac sie:

o kryterium logarytmicznym - koszt operacji maszyny RAM jest rowny sumie dtugosci operandéw.



UwAGA: Stosujac kryterium logarytmiczne nalezy uwzgledniaé koszt obliczania adresu w trakcie
wykonywania rozkazéw stosujacych adresowanie posrednie.

Oczywiscie analizujac algorytmy nie bedziemy ich zapisywaé¢ w jezyku maszyny RAM. Bedzie ona
jedynie naszym punktem odniesienia podczas analizy kosztéw konstrukeji algorytmicznych wyzszego

rzedu.

Przyklad 4 Dwa algorytmy sortowania ciggu liczb.

Procedure insert(T[1..n])
for i < 2 ton do
z+ T[i];5«i—1
while j > 0 and z < T[j] do
T[j + 1] « T[j]
je—g—1

Procedure select(T[1..n])
for i< 1ton—1do
minj < i; minx < T[i]
for j < 1+ 1tondo
if T[j] < minz then minj < j
minz < T[j]
T[minj] < T[i]

T[i] + minx

Idea tych algorytmoéw:

o Insert: w i—tej iteracji element T[i] wstawiamy w odpowiednie miejsce do uporzadkowanego
ciagu T[1],...,T[i —1].

o Select: po i — 1-szej iteracji elementy T[1],...,T[¢ — 1] sa uporzadkowane i mniejsze od kazdego
elementu Ti],...,T[n]; w i-tej iteracji wybieramy minimalny element sposrod T'[i],...,T[n] i
wstawiamy go na pozycje T'[i].

Ztozonos¢ czasowa (przy kryterium jednorodnym):

o Select - zawsze rzedu n?.
UzASADNIENIE: Najpierw zauwazamy, ze instrukcja if sprowadza si¢ do wykonania statej liczby in-
strukcji maszyny RAM. Podobnie jest z inicjalizacja i jednokrotng iteracja petli for . Instrukcje petli
wewnetrznej wykonuja sie ©(n?) razy. Kazda ich iteracja to koszt stalej liczby instrukeji maszyny RAM,
tak wiec w sumie koszt wykonania tych instrukcji jest ©(n?). Koszt pozostatych instrukeji jest mniejszy

i nie wyprowadza poza ©(n?).

e Insert - dla niektérych danych rzedu n?, dla niektérych jedynie rzedu n.
UzASADNIENIE: Koszt procedury zalezy od poczatkowego uporzadkowania tablicy 7. W najgorszym
przypadku element 7'[¢] wstawiany jest na poczatek tablicy co wymaga i operacji przesuniecia. latwo
sprawdzi¢, ze gdy taka sytuacja ma miejsce dla kazdego i = 2,...,n (tj. gdy poczatkowo tablica
uporzadkowana jest malejaco), to koszt procedury wynosi ©(n?). Z drugiej strony, gdy poczatkowo
tablica jest uporzadkowana rosnaco, to dla kazdego ¢ = 2,...,n petla while ma koszt staly, a wiec

cala procedura wykonuje sie w czasie liniowym (tj. ©(n)).

Powyzsze spostrzezenia prowadza nas do pojecia ztozonosci najgorszego i $redniego przypadku:

- ztozonosé najgorszego przypadku (inaczej ztozonosé pesymistyczna) - maksimum kosztu obliczen
na danych rozmiaru n.

- ztozonosé sredniego przypadku (inaczej zlozonosé oczekiwana) - sredni koszt obliczen na danych
rozmiaru n.

UWAGA: Przy obliczaniu $redniej ztozono$ci nalezy uwzgledniaé¢ rozktad prawdopodobieistwa z jakim
algorytm bedzie wykonywany na poszczegéluych danych (zwykle jest to bardzo trudne do ustalenia).



Powracajac do naszego przykladu widzimy, ze ztozono$¢ pesymistyczna obydwu algorytmoéw sor-
towania jest rzedu n?. Jak pozniej pokazemy obydwa algorytmy maja takze taks sama zlozono$é w
Srednim przypadku.

Stajac przed dylematem wyboru ktéregos sposréd algorytméw nalezy postepowad bardzo rozwaznie
i uwzgledni¢ szereg czynnikéw. W przypadku powyzszych algorytméw czynnikami takimi sa m.in.:

e Rozklad danych. Co prawda w érednim przypadku insert nie jest lepszy od select, jednak stwierdzenie
to jest prawdziwe przy zalozeniu jednostajnego rozkladu danych. W praktyce czesto mamy do czynienia
z innymi rozkladami, w tym czesto z danymi prawie uporzadkowanymi. Taka sytuacja przemawia za
wyborem insert.

o Wielko$¢ rekordéw. Czesto sortujemy nie tyle same klucze, co rekordy, zawierajace klucze jako jedno
ze swych pol. Jesli rekordy sa duze, to nalezy uwzgledni¢ fakt, ze operacja przestawienia elementéw jest
kosztowna. Poniewaz select wykonuje zawsze O(n) operacji przestawienia elementow, a insert moze ich
wykonywaé¢ nawet Q(n?), wiec taka sytuacja moze przemawiaé za wyborem select.

W takiej sytuacji mozna tez rozwazy¢ uzytecznos$¢ wersji insert operujacej na kopiach kluczy i wskaz-
nikach do rekordéw. Wskazniki te stuza do przestawienia rekordéw zgodnie z otrzymana poprzez sorto-
wanie permutacja kluczy.

e Stabilno$é. Czasami zalezy nam, by rekordy o jednakowych kluczach pozostawaly w tablicy wynikowej
w takim samym wzglednym porzadku w jakim byly poczatkowo. O procedurach sortowania zacho-
wujacych taki porzadek moéwimy, ze sa stabilne. Jak latwo sprawdzié¢ insert jest stabilny a select -
nie.

o Intensywnos¢ wykorzystania algorytmu. Jesli algorytm ma by¢ bardzo intensywnie wykorzystywany,
np. jako czes¢ skladowa wiekszego systemu, wowczas nawet drobne usprawnienia moga prowadzi¢ do
istotnej poprawy efektywnodci catego systemu. W tym przypadku warto zwrécié uwage na mozliwosé
dokonania takich usprawnien w algorytmach jak redukcja liczby rozkazéw w najbardziej wewnetrznych
petlach algorytmu, mozliwos¢ zastosowania szybkich operacji maszynowych, itp... Warto tez duzy nacisk
polozy¢ na poréwnanie empiryczne algorytmow.

Na zakoriczenie jeszcze uwaga o ztoZonosci problemdw. Definiuje sie ja jako ztozono$é najlepszego

algorytmu rozwiazujacego dany problem. Zwykle jest ona duzo trudniejsza do okreslenia niz ztozonosé
konkretnego algorytmu.
Zalozmy, ze chcemy okresli¢ ztozonosé problemu P. Skonstruowanie algorytmu A rozwiagzujacego
P pozwala nam jedynie na sformutowanie wniosku, ze zlozonosé P jest nie wieksza niz zlozonosé
A (mowimy, ze algorytm A wyznacza granice gérng na zlozonosé P). Aby dokladnie wyznaczyé
zlozonosé P nalezy ustali¢ jeszcze granice dolna, a wiec wykazacé, ze zaden algorytm nie jest w stanie
rozwiazaé¢ P szybciej. Twierdzenia tego typu sa bardzo trudne i stanowia prawdziwe wyzwanie dla
naukowcow. W trakcie wykladu zapoznamy sie tylko z kilkoma przyktadami takich twierdzen i to
tylko dla ograniczonego (w stosunku do maszyny RAM) modelu obliczer.

4 Notacja dla rzedéw funkcji

OZNACZENIA:
R* - zbiér nieujemnych liczb rzeczywistych,
RT - zbiér dodatnich liczb rzeczywistych,
analogiczne oznaczenia dla N

Definicja 1 Niech f: N — R* bedzie dowolng funkcjq.
e O(f(n)) ={t: N = R*| Jocr+TnoenVn>n, t(n) <cf(n).}
e Q(f(n)) ={t: N = R*| Jeer+IngenVn>n, t(n) >cf(n).}



O(f(n)) = O(f(n)) NQ(f(n)).

UwacaA: Czasami Q(f(n)) jest definiowana jako {¢t : N = R* | Jocr+VngeNTIn>n, t(n) > cf(n).}

5 Podstawowe algorytmy i struktury danych

Zakladam znajomos¢ takich struktur danych (i ich implementacji) jak: tablice, rekordy, listy, kolejki,
stos, drzewa, grafy (listy incydencji, macierz sasiedztwa),... .

Bede takze zakladal znajomo$é podstawowych algorytméw omawianych na wykladach ze wstepu
do informatyki oraz matematyki dyskretnej. W szczegblnosci powinniscie znag:

algorytm sortowania przez scalanie,

algorytm Euklidesa (takze wersje rozszerzona),

algorytmy przechodzenia grafu: DFS i BFS,

algorytm sortowania topologicznego,

algorytmy Prima i Kruskala znajdowania minimalnego drzewa rozpinajacego,

algorytmy Dijsktry i Bellmana-Forda znajdowania najkrotszych §ciezek w grafie od zadanego
zrodla,

algorytm Warshalla-Floyda znajdowania najkrétszych Sciezek miedzy wszystkimi parami wierz-
chotkow.

Na Wasza prosbe dowolne z powyzszych algorytméw moga zostaé oméwione na repetytorium.

6 Dodatek: Krotki opis maszyny RAM

CZESCI SKEADOWE:

tasma wejsciowa - ciag liczb catkowitych; dostep jednokierunkowys;
tasma wyjsciowa

pamieé: komorki adresowane liczbami naturalnymi; kazda komorka moze pamieta¢ dowolng
liczbe catkowita.

akumulator - komorka o adresie 0.

procesor.

INSTRUKCJE:

LOAD  argument STORE  argument
ADD argument SUB argument
MULT  argument DIV argument
READ  argument WRITE argument
JUMP  etykieta JGTZ etykieta
JZERO etykieta HALT



Operacje przestania i arytmetyczne maja dwa argumenty - drugim jest akumulator. W nim umiesz-
czany jest wynik operacji arytmetycznych.

RODZAJE ARGUMENTOW:

postac znaczenie

=liczba stata

liczba adres

* liczba adresowanie poSrednie



