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2 Problemy, algorytmy, programy

Zakªadam, »e wszys
y znaj¡ te poj�
ia. Poni»ej podajemy przykªady dwó
h problemów oraz ró»ny
h

algorytmów rozwi¡zuj¡
y
h je.

Przykªad 1 Mno»enie li
zb naturalny
h.

Problem.

dane: a, b ∈ N
wynik: ilo
zyn li
zb a i b

Algorytm 1. a razy doda¢ do siebie li
zb� b

Algorytm 2. �Pomno»y¢ pisemnie�

Algorytm 3. Mno»enie �po rosyjsku�

1. obli
z 
i¡g a1, a2, ..., ak taki, »e a1 = a, ak = 1, ai+1 = ⌊ai

2
⌋ (dla i = 1, ..., k − 1),

2. obli
z 
i¡g b1, b2, ..., bk taki, »e b1 = b, bi+1 = 2bi (dla i = 1, ..., k − 1),

3. obli
z

k∑

bi
i = 1

ai nieparzyste

✷

Uwaga: Pó¹niej poznamy jesz
ze dwa inne (niebanalne) algorytmy mno»enia li
zb.

Przykªad 2 Obli
zanie n-tej li
zby Fibona

iego.

Problem.

dane: n ∈ N
wynik: warto±¢ n-tej li
zby Fibona

iego modulo staªa 


Algorytm 1. Metoda rekuren
yjna

fibrek(intn)
{ if (n ≤ 1) return 1;

return (fibrek(n − 1) + fibrek(n − 2)) mod c;
}

Algorytm 2. Metoda itera
yjna

fibiter(intn)
{ inti, t, f0, f1;

f0← f1← 1;
for (i = 2; i ≤ n; i++)
{t← f0; f0← f1; f1← (t + f0) mod c; }

return f1;
}
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Algorytm 3. Metoda �ma
ierzowa�

Korzystamy z tego, »e

[

0 1
1 1

]

·

[

fi
fi+1

]

=

[

fi+1

fi+2

]

St¡d

[

0 1
1 1

]n−1

·

[

f0
f1

]

=

[

fn−1
fn

]

Wystar
zy wi�
 podnie±¢ ma
ierz do odpowiedniej pot�gi (wykonuj¡
 obli
zenia modulo c) a na-

st�pnie wynik przemno»y¢ przez wektor [1, 1]T . ✷

Uwagi:

• B�dziemy zajmowa¢ si� tylko problemami okre±lonymi na niesko«
zonej dziedzinie (zbiorze da-

ny
h). Dla problemu mno»enia jest ni¡ N 2
, a dla problemu obli
zania li
zb Fibona

iego N .

• Do zapisu algorytmów b�dziemy stosowa¢ ró»ne formalizmy: od j�zyka C++, poprzez pseudo-

pas
al do opisu sªownego.

3 Zªo»ono±¢ algorytmów i problemów

Efektywno±¢ (zªo»ono±¢) algorytmów mo»na porównywa¢ empiry
znie b¡d¹ teorety
znie. Wad¡ pierw-

szej metody jest jej zale»no±¢ od implementa
ji oraz fakt, »e zwykle mo»na przetestowa¢ tylko nie-

wielk¡ grup� dany
h. B�dziemy zajmowa¢ si� gªównie drug¡ metod¡. Zªo»ono±¢ algorytmów b�dziemy

okre±la¢ funk
j¡ rozmiaru dany
h.

Przykªad 3 Przykªady okre±lenia rozmiaru dany
h.

Problem Rozmiar dany
h

Wyszukiwanie elementu w 
i¡gu # elementów w 
i¡gu

Mno»enie ma
ierzy Rozmiary ma
ierzy

Sortowanie 
i¡gu li
zb # elementów w 
i¡gu

Prze
hodzenie drzewa binarnego # w�zªów w drzewie

Rozwi¡zywanie ukªadu równa« # równa« lub # zmienny
h lub obie

Problemy grafowe # wierz
hoªków lub # kraw�dzi lub obie.

✷

B�dzie nas interesowa¢:

- Zªo»ono±¢ 
zasowa - li
zba jednostek 
zasu potrzebny
h na wykonanie algorytmu.

- Zªo»ono±¢ pami�
iowa - li
zba jednostek pami�
i (np. komórek, bitów) potrzebny
h na wykona-

nie algorytmu.

Jednostka 
zasu - 
zas potrzebny na wykonanie elementarnej opera
ji. Aby nasze rozwa»ania byªy

pre
yzyjne musimy okre±li¢ model komputera. Dla nas podstawowym modelem b�dzie maszyna RAM

(jej krótki opis zamiesz
zony jest na ko«
u notatki). Zwykle b�dziemy przyjmowa¢ nast�puj¡
e:

• kryterium jednorodne - koszt ka»dej opera
ji maszyny RAM jest jednostkowy.

Kryterium jednorodne jest nierealisty
zne w przypadku algorytmów operuj¡
y
h na wielki
h li
zba
h.

W taki
h przypadka
h b�dziemy posªugiwa¢ si�:

• kryterium logarytmi
znym - koszt opera
ji maszyny RAM jest równy sumie dªugo±
i operandów.
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Uwaga: Stosuj¡
 kryterium logarytmi
zne nale»y uwzgl�dnia¢ koszt obli
zania adresu w trak
ie

wykonywania rozkazów stosuj¡
y
h adresowanie po±rednie.

O
zywi±
ie analizuj¡
 algorytmy nie b�dziemy i
h zapisywa¢ w j�zyku maszyny RAM. B�dzie ona

jedynie naszym punktem odniesienia pod
zas analizy kosztów konstruk
ji algorytmi
zny
h wy»szego

rz�du.

Przykªad 4 Dwa algorytmy sortowania 
i¡gu li
zb.

Pro
edure insert(T [1..n]) Pro
edure sele
t(T [1..n])
for i← 2 to n do for i← 1 to n − 1 do

x← T [i]; j ← i− 1 minj ← i;minx← T [i]
while j > 0 and x < T [j] do for j ← i + 1 to n do

T [j + 1]← T [j] if T [j] < minx then minj ← j

j ← j − 1 minx← T [j]
T [j + 1]← x T [minj] ← T [i]

T [i]← minx

Idea ty
h algorytmów:

• Insert: w i−tej itera
ji element T [i] wstawiamy w odpowiednie miejs
e do uporz¡dkowanego


i¡gu T [1], . . . , T [i− 1].

• Sele
t: po i− 1-szej itera
ji elementy T [1], . . . , T [i− 1] s¡ uporz¡dkowane i mniejsze od ka»dego

elementu T [i], . . . , T [n]; w i-tej itera
ji wybieramy minimalny element spo±ród T [i], . . . , T [n] i
wstawiamy go na pozy
j� T [i].

Zªo»ono±¢ 
zasowa (przy kryterium jednorodnym):

• Sele
t - zawsze rz�du n2
.

Uzasadnienie: Najpierw zauwa»amy, »e instruk
ja if sprowadza si� do wykonania staªej li
zby in-

struk
ji maszyny RAM. Podobnie jest z ini
jaliza
j¡ i jednokrotn¡ itera
j¡ p�tli for . Instruk
je p�tli

wewn�trznej wykonuj¡ si� Θ(n2) razy. Ka»da i
h itera
ja to koszt staªej li
zby instruk
ji maszyny RAM,

tak wi�
 w sumie koszt wykonania ty
h instruk
ji jest Θ(n2). Koszt pozostaªy
h instruk
ji jest mniejszy

i nie wyprowadza poza Θ(n2).

• Insert - dla niektóry
h dany
h rz�du n2
, dla niektóry
h jedynie rz�du n.

Uzasadnienie: Koszt pro
edury zale»y od po
z¡tkowego uporz¡dkowania tabli
y T . W najgorszym

przypadku element T [i] wstawiany jest na po
z¡tek tabli
y 
o wymaga i opera
ji przesuni�
ia. ªatwo

sprawdzi¢, »e gdy taka sytua
ja ma miejs
e dla ka»dego i = 2, . . . , n (tj. gdy po
z¡tkowo tabli
a

uporz¡dkowana jest malej¡
o), to koszt pro
edury wynosi Θ(n2). Z drugiej strony, gdy po
z¡tkowo

tabli
a jest uporz¡dkowana rosn¡
o, to dla ka»dego i = 2, . . . , n p�tla while ma koszt staªy, a wi�



aªa pro
edura wykonuje si� w 
zasie liniowym (tj. Θ(n)).

✷

Powy»sze spostrze»enia prowadz¡ nas do poj�
ia zªo»ono±
i najgorszego i ±redniego przypadku:

- zªo»ono±¢ najgorszego przypadku (ina
zej zªo»ono±¢ pesymisty
zna) - maksimum kosztu obli
ze«

na dany
h rozmiaru n.

- zªo»ono±¢ ±redniego przypadku (ina
zej zªo»ono±¢ o
zekiwana) - ±redni koszt obli
ze« na dany
h

rozmiaru n.

Uwaga: Przy obli
zaniu ±redniej zªo»ono±
i nale»y uwzgl�dnia¢ rozkªad prawdopodobie«stwa z jakim

algorytm b�dzie wykonywany na posz
zególny
h dany
h (zwykle jest to bardzo trudne do ustalenia).
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Powra
aj¡
 do naszego przykªadu widzimy, »e zªo»ono±¢ pesymisty
zna obydwu algorytmów sor-

towania jest rz�du n2
. Jak pó¹niej poka»emy obydwa algorytmy maj¡ tak»e tak¡ sam¡ zªo»ono±¢ w

±rednim przypadku.

Staj¡
 przed dylematem wyboru którego± spo±ród algorytmów nale»y post�powa¢ bardzo rozwa»nie

i uwzgl�dni¢ szereg 
zynników. W przypadku powy»szy
h algorytmów 
zynnikami takimi s¡ m.in.:

• Rozkªad dany
h. Co prawda w ±rednim przypadku insert nie jest lepszy od sele
t, jednak stwierdzenie

to jest prawdziwe przy zaªo»eniu jednostajnego rozkªadu dany
h. W prakty
e 
z�sto mamy do 
zynienia

z innymi rozkªadami, w tym 
z�sto z danymi prawie uporz¡dkowanymi. Taka sytua
ja przemawia za

wyborem insert.

• Wielko±¢ rekordów. Cz�sto sortujemy nie tyle same klu
ze, 
o rekordy, zawieraj¡
e klu
ze jako jedno

ze swy
h pól. Je±li rekordy s¡ du»e, to nale»y uwzgl�dni¢ fakt, »e opera
ja przestawienia elementów jest

kosztowna. Poniewa» sele
t wykonuje zawsze O(n) opera
ji przestawienia elementów, a insert mo»e i
h

wykonywa¢ nawet Ω(n2), wi�
 taka sytua
ja mo»e przemawia¢ za wyborem sele
t.

W takiej sytua
ji mo»na te» rozwa»y¢ u»yte
zno±¢ wersji insert operuj¡
ej na kopia
h klu
zy i wska¹-

nika
h do rekordów. Wska¹niki te sªu»¡ do przestawienia rekordów zgodnie z otrzyman¡ poprzez sorto-

wanie permuta
j¡ klu
zy.

• Stabilno±¢. Czasami zale»y nam, by rekordy o jednakowy
h klu
za
h pozostawaªy w tabli
y wynikowej

w takim samym wzgl�dnym porz¡dku w jakim byªy po
z¡tkowo. O pro
edura
h sortowania za
ho-

wuj¡
y
h taki porz¡dek mówimy, »e s¡ stabilne. Jak ªatwo sprawdzi¢ insert jest stabilny a sele
t -

nie.

• Intensywno±¢ wykorzystania algorytmu. Je±li algorytm ma by¢ bardzo intensywnie wykorzystywany,

np. jako 
z�±¢ skªadowa wi�kszego systemu, wów
zas nawet drobne usprawnienia mog¡ prowadzi¢ do

istotnej poprawy efektywno±
i 
aªego systemu. W tym przypadku warto zwró
i¢ uwag� na mo»liwo±¢

dokonania taki
h usprawnie« w algorytma
h jak reduk
ja li
zby rozkazów w najbardziej wewn�trzny
h

p�tla
h algorytmu, mo»liwo±¢ zastosowania szybki
h opera
ji maszynowy
h, itp... Warto te» du»y na
isk

poªo»y¢ na porównanie empiry
zne algorytmów.

Na zako«
zenie jesz
ze uwaga o zªo»ono±
i problemów. De�niuje si� j¡ jako zªo»ono±¢ najlepszego

algorytmu rozwi¡zuj¡
ego dany problem. Zwykle jest ona du»o trudniejsza do okre±lenia ni» zªo»ono±¢

konkretnego algorytmu.

Zaªó»my, »e 
h
emy okre±li¢ zªo»ono±¢ problemu P . Skonstruowanie algorytmu A rozwi¡zuj¡
ego

P pozwala nam jedynie na sformuªowanie wniosku, »e zªo»ono±¢ P jest nie wi�ksza ni» zªo»ono±¢

A (mówimy, »e algorytm A wyzna
za grani
� górn¡ na zªo»ono±¢ P). Aby dokªadnie wyzna
zy¢

zªo»ono±¢ P nale»y ustali¢ jesz
ze grani
� doln¡, a wi�
 wykaza¢, »e »aden algorytm nie jest w stanie

rozwi¡za¢ P szyb
iej. Twierdzenia tego typu s¡ bardzo trudne i stanowi¡ prawdziwe wyzwanie dla

naukow
ów. W trak
ie wykªadu zapoznamy si� tylko z kilkoma przykªadami taki
h twierdze« i to

tylko dla ograni
zonego (w stosunku do maszyny RAM) modelu obli
ze«.

4 Nota
ja dla rz�dów funk
ji

Ozna
zenia:

R∗ - zbiór nieujemny
h li
zb rze
zywisty
h,

R+
- zbiór dodatni
h li
zb rze
zywisty
h,

analogi
zne ozna
zenia dla N .

De�ni
ja 1 Nie
h f : N → R∗ b�dzie dowoln¡ funk
j¡.

• O(f(n)) = {t : N → R∗ | ∃c∈R+∃n0∈N∀n≥n0
t(n) ≤ cf(n).}

• Ω(f(n)) = {t : N → R∗ | ∃c∈R+∃n0∈N∀n≥n0
t(n) ≥ cf(n).}
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• Θ(f(n)) = O(f(n)) ∩Ω(f(n)).

Uwaga: Czasami Ω(f(n)) jest de�niowana jako {t : N → R∗ | ∃c∈R+∀n0∈N∃n≥n0
t(n) ≥ cf(n).}

5 Podstawowe algorytmy i struktury dany
h

Zakªadam znajomo±¢ taki
h struktur dany
h (i i
h implementa
ji) jak: tabli
e, rekordy, listy, kolejki,

stos, drzewa, grafy (listy in
yden
ji, ma
ierz s¡siedztwa),... .

B�d� tak»e zakªadaª znajomo±¢ podstawowy
h algorytmów omawiany
h na wykªada
h ze wst�pu

do informatyki oraz matematyki dyskretnej. W sz
zególno±
i powinni±
ie zna¢:

• algorytm sortowania przez s
alanie,

• algorytm Euklidesa (tak»e wersj� rozszerzon¡),

• algorytmy prze
hodzenia grafu: DFS i BFS,

• algorytm sortowania topologi
znego,

• algorytmy Prima i Kruskala znajdowania minimalnego drzewa rozpinaj¡
ego,

• algorytmy Dijsktry i Bellmana-Forda znajdowania najkrótszy
h ±
ie»ek w gra�e od zadanego

¹ródªa,

• algorytm Warshalla-Floyda znajdowania najkrótszy
h ±
ie»ek mi�dzy wszystkimi parami wierz-


hoªków.

Na Wasz¡ pro±b� dowolne z powy»szy
h algorytmów mog¡ zosta¢ omówione na repetytorium.

6 Dodatek: Krótki opis maszyny RAM

Cz�±
i skªadowe:

- ta±ma wej±
iowa - 
i¡g li
zb 
aªkowity
h; dost�p jednokierunkowy;

- ta±ma wyj±
iowa

- pami�¢: komórki adresowane li
zbami naturalnymi; ka»da komórka mo»e pami�ta¢ dowoln¡

li
zb� 
aªkowit¡.

- akumulator - komórka o adresie 0.

- pro
esor.

Instruk
je:

LOAD argument STORE argument

ADD argument SUB argument

MULT argument DIV argument

READ argument WRITE argument

JUMP etykieta JGTZ etykieta

JZERO etykieta HALT
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Opera
je przesªania i arytmety
zne maj¡ dwa argumenty - drugim jest akumulator. W nim umiesz-


zany jest wynik opera
ji arytmety
zny
h.

Rodzaje argumentów:

posta¢ zna
zenie

=li
zba staªa

li
zba adres

⋆ li
zba adresowanie po±rednie
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