Lista zadan. Nr 3. 19 marca 2021

ALGORYTMY I STRUKTURY DANYCH

ITUWr. II rok informatyki.

1. (1pkt) Utoz, oparty o zasade dziel i zwyciezaj, algorytm obliczajacy najwiekszy wspolny dzielnik
dwoch liczb, ktéry wykorzystuje nastepujaca wiasnosé:

2gcd(a/2,b/2) gdy a,b sg parzyste,
ged(a,b) =< ged(a,b/2) gdy a jest nieparzyste a b jest parzyste,
ged((a —b)/2,b) gdy a,b sg nieparzyste

Poréwnaj ztozonosé tego algorytmu z algorytmem Euklidesa.

2. (2pkt) Przeanalizuj nastepujacy algorytm oparty na strategii dziel i zwyciezaj jednoczesnego
znajdowania maksimum i minimum w zbiorze S = {a1,...,a,}:

Procedure MaxMin(S:set)
if |S|=1 then return {ai,a:}
else
if |S|=2 then return (max(ai,a2), min(ai,a2))
else
podziel S na dwa réwnoliczne (z doktadnoscia do jednego elementu) podzbiory S1,.S2
(mazxl,minl) < MaxMin(S1)
(max2, min2) + MazxMin(S2)
return (max(mazl, maz2), min(minl, min2))

UwacGA: Operacja return (max(aq, a2), min(as, az)) wykonuje jedno poréwnanie.

e Jak pokazemy na jednym z wyktadéw kazdy algorytm dla tego problemu, ktéry na elemen-
tach zbioru wykonuje jedynie operacje poréwnania, musi wykona¢ co najmniej [3n — 2]
poréwnania. Dla jakich danych powyzszy algorytm wykonuje tyle poréwnan? Podaj wzo-
rem wszystkie takie wartosci.

e Jak bardzo moze rézni¢ sie liczba poréwnan wykonywanych przez algorytm od dolnej gra-
nicy?

e Popraw algorytm, tak by osiaggal on te granice dla kazdej wartosci n?

3. (1,5pkt) Otoczkq wypuktq zbioru P, punktow na plaszczyznie, nazywamy najmniejszy wielokat
wypukly zawierajacy (w swoim wnetrzu lub na brzegu) wszystkie punkty z P. Naturalny, oparty
na zasadzie dziel i zwyciezaj, algorytm znajdowania otoczki wypuklej dla zbioru P, dzieli P na
dwa (prawie) rownoliczne podzbiory (np. ”pionowa’ prosta), znajduje rekurencyjnie otoczki
wypukte dla tych podzbioréw, a nastepnie scala te otoczki. Podaj algorytm wykonujacy te
ostatnia faze algorytmu, tj. algorytm scalania dwoéch otoczek wypuktych.

4. Dane jest nieukorzenione drzewo z naturalnymi wagami na krawedziach oraz liczba naturalna

C.

(a) (2pkt) Uléz algorytm obliczajacy, ile jest par wierzchotkoéw odlegtych od siebie o C.



(b) (Z 2,5pkt) Jak w punkcie (a), ale algorytm ma dziata¢ w czasie O(nlogn).
UWAGA: Mozna zadeklarowaé tylko jeden z punktow (a), (b).

. (Z 1,5pkt) Algorytm Euklidesa wyznacza ged(x,y) w czasie O(logmin(zx,y)). Skonstruuj algo-
rytm, ktory wyznacza ged(zy, ..., x,) w czasie O(n + logmin(zy, ..., 2,)).

. (Z 2pkt) Dekompozycja centroidowq nazywamy nastepujacy proces: dla danego drzewa T na n
wierzchotkach znajdz wierzchotek w € T taki, ze kazda spojna sktadowa T'\ {u} ma rozmiar
co najwyzej n/2, a nastepnie powtorz rozumowanie w kazdej z tych spojnych sktadowych (o ile
zawieraja wiecej niz jeden wierzchotek). Taka dekompozycja moze byé w naturalny sposéb repre-
zentowana jako drzewo T” na n wierzchotkach, ktérego korzeniem jest u. Naiwna implementacja
powyzszej procedury dziala w czasie O(nlogn). Skonstruuj algorytm, ktoéry konstruuje 77 w
czasie O(n).

. (2pkt) Macierz A rozmiaru n X n nazywamy macierza Toeplitza, jesli jej elementy spelniaja
rownanie Afi, j] = A[i — 1,5 — 1] dla 2 < 4,5 < n.

(a) Podaj reprezentacje macierzy Toeplitza, pozwalajaca dodawaé dwie takie macierze w czasie
O(n).

(b) Podaj algorytm, oparty na metodzie ”dziel i zwyciezaj”’, mnozenia macierzy Toeplitza przez
wektor. Ile operacji arytmetycznych wymaga takie mnozenie?

. Mediang n elementowego wielozbioru A nazywamy warto$¢ tego elementu z A, ktoéry znalazitby
sie na pozycji [n/2] po uporzadkowaniu A wedlug porzadku <. TUléz algorytm, ktory dla
danych uporzadkowanych niemalejaco n-elementowych tablic 731,75, ..., T, znajduje mediane
wielozbioru A utworzonego ze wszystkich elementow tych tablic.

(a) (1,8pkt) Rozwiaz to zadanie dla k = 3.
(b) (Z)(2pkt) Rozwiaz to zadanie dla dowolnej statej k& > 3.
. (2pkt) Jakie jest prawdopodobienstwo wygenerowania permutacji identycznosciowej przez sie¢

Benesa-Waksmana, w ktorej przelaczniki ustawiane sa losowo i niezaleznie od siebie w jeden z
dwoch stanow (kazdy stan przelacznika jest osiagany z prawdopodobieristwem 1/2).



