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1 Wstep

Zastosowanie metody Dziel i Zwyciezaj do probleméw zdefiniowanych rekurencyjnie jest w zasadzie
ograniczone do przypadkéw, gdy podproblemy, na ktére dzielimy problem, sa niezalezne. W przeciw-
nym razie metoda ta prowadzi do wielokrotnego obliczania rozwigzan tych samych podproblemoéw.
Jednym ze sposobow zaradzenia temu zjawisku jest tzw. spamietywanie, polegajace na pamietaniu
rozwigzan podprobleméw napotkanych w trakcie obliczen. W przypadku, gdy przestrzen wszyst-
kich mozliwych podproblemoéw jest nieduza, efektywniejsze od spamietywania moze by¢ zastosowanie
metody programowania dynamicznego. Polega ona na obliczaniu rozwiazan dla wszystkich podpro-
bleméw, poczawszy od podprobleméw najprostszych.

PRZYKLAD 1.

PROBLEM:
Dane:  Liczby naturalne n, k.

Naturalna metoda redukcji problemu obliczenia (}) korzysta z zaleznosci (})=(?"1)+("."). Za-
stosowanie metody Dziel i Zwyciezaj bytoby jednak w tym przypadku nierozwazne, poniewaz w trakcie
liczenia () jaki (", ') wywolywaliby$my rekurencyjnie procedure dla tych samych danych (tj. dla
n—21k—1), cow konsekwencji prowadzi do tego, ze niektére podproblemy bylyby rozwiazywane
wyktadniczg liczbe razy. Ponizsza procedura unika tego wykorzystujac tablice tab[l..n,1..k] do spa-
mietywania.

for i=1 ton do
for j =0 to k do tab;; <"7"
function nPOk(n, k)
if k =n or k =0 then taby,, < 1; return 1;
if tab,—1 -1 ="7" then tab,_1x_1 <nPOk(n — 1,k —1)
if tab,—1 5 ="?" then tab,_1 <nPOk(n —1,k)
tabn x = tabn 1 k-1 +taby_1k
return taby, i

Rekurencyjne obliczanie (Z) Z uzyciem spamietywania

Za zastosowaniem w tym przypadku programowania dynamicznego przemawia fakt, iz liczba réz-
nych podprobleméw, jakie moga pojawi¢ sie w trakcie obliczania (Z) jest niewielka, a mianowicie
O(n?). Podobnie jak w metodzie spamigtywania, algorytm dynamiczny oblicza poczatkowy fragment
trojkata Pascala i umieszcza go w tablicy tab. W przeciwienistwie jednak do poprzedniej metody,
ktora jest metoda “top-down” i jest implementowana rekurencyjnie, algorytm dynamiczny jest me-
toda "bottom-up” i jest implementowany iteracyjnie. To pozwala w szczeg6lnosci na wyeliminowanie
kosztow zwiazanych z obstuga rekursji.



for ¢ =1 to n do tabjo < 1
function nPOk(n, k)
for j=1to k do
tabm +—1
for i = j+ 1 to n do tab;; < tab;—1,j—1 + tabi—1,;
return taby, i

Obliczanie (Z) metoda programowania dynamicznego

Fakt, ze metoda programowania dynamicznego oblicza w sposéb systematyczny rozwiazania wszyst-
kich podprobleméw, pozwala czesto na poczynienie dodatkowych oszczednosci w stosunku do metody
spamietywania. W tym przykladzie mozemy znacznie zredukowaé koszty pamieciowe. Jak latwo
zauwazy¢, obliczenie kolejnej przekatnej trojkata Pascala wymaga znajomosci jedynie wartosci z po-
przedniej przekatnej. Tak wiec zamiast tablicy n x k wystarcza tablica n x 2, a nawet tablica n x 1.

O

Podobnie jak w przypadku metody dziel i zwyciezaj, kluczem do zastosowania programowania
dynamicznego jest znalezienie takiego sposobu dzielenia problemu na podproblemy, by optymalne roz-
wigzanie problemu mozna bylo w prosty sposéb otrzymaé z optymalnych rozwiazan podprobleméw.
Wskazaniem na zastosowanie woéwczas programowania dynamicznego a nie metody dziel i zwyciezaj
jest sytuacja, gdy sumaryczny rozmiar podproblemoéw jest duzy. Oczywiscie, jak juz wspominalismy,
aby algorytm dynamiczny byl efektywny, przestrzen wszystkich mozliwych podproblemoéw nie moze
by¢ zbyt liczna.

PRZYKEAD 2.

PROBLEM:
Dane:  Tablica {a; ;} liczb nieujemnych (i=1,...,n;j=1,...,m)
Wynik: Ciag indeksow i1, ...,4, taki, ze V=1, m—1lt; — ¢j+1] < 1, minimalizujacy sume
Dol iy
INTERPRETACJA: Ciag i1,...,1, wyznacza trase wiodaca od pierwszej do ostatniej

kolumny tablicy a. Startujemy z dowolnego pola pierwszej kolumny i konczymy na
dowolnym polu ostatniej kolumny. W kazdym ruchu przesuwamy sie o jedno pole:
albo w prawo na wprost albo w prawo na ukos (jak pokazano na rysunku 1). Chcemy
znalez¢ trase o minimalnej dlugosci rozumianej jako suma liczb z pdl znajdujacych
sie na trasie.

Rysunek 1: Mozliwe kierunki ruchu w tablicy a.

Jak tatwo sprawdzié¢ liczba wszystkich prawidlowych tras jest wyktadnicza, wiec rozwigzanie sitowe
nie wchodzi w rachube.



Rozwazmy najpierw nieco prostsze zadanie, polegajace na znalezieniu dtugosci optymalnej trasy.
Potem pokazemy w jaki sposéb zorganizowaé obliczenia, by wyznaczenie samej trasy byto proste.

Niech d; ;, oznacza minimalng dlugos¢ trasy wiodacej od dowolnego pola pierwszej kolumny do pola
a;, & P(i, k) - problem wyznaczenia d; . Rozwiazanie P(i, k) (dla k > 1) mozna latwo otrzymacé z
rozwigzan trzech prostszych podprobleméw, a mianowicie P(i — 1, k—1) , P(i,k— 1)1 Pi+ 1,k —1)
(w przypadku P(1,k) i P(n, k) - dwoch podprobleméw). Problem spelnia wiec wymagane kryterium
optymalnosci.

Jesli za rozmiar P(i, k) przyjmiemy wartosé k, to problem rozmiaru k redukujemy do trzech pod-
probleméw rozmiaru k—1. To zbyt skromna redukcja, by stosowaé metode dziel i zwyciezaj. Z drugiej
strony przestrzen wszystkich podprobleméw jest stosunkowo niewielka - sklada sie z nm elementéw
(zawiera wszystkie P(i,j) dlai =1,...,n, j = 1,...,m), mozemy wiec zastosowaé programowanie
dynamiczne.

for j =1 to m do do,j < dn+1,j <— o0
for i =1tondodi1 < a1
for j =2 to m do
for i =1to ndo di; < a;; + min{difl,jfhdi’jfhdi+17j71}
return min{d;m |i=1,...,n}

Pozostaje wyjasni¢, w jaki spos6b mozna odtworzyé¢ optymalna trase. Niech iy bedzie wartoscia
i, dla ktorej osiagane jest min{d;,,, | ¢ = 1,...,n}, a wiec a;, m jest ostatnim polem optymalnej
trasy. Aby wyznaczy¢ przedostatnie pole wystarczy sprawdzi¢, ktéra z trzech wartosci d;.m—1 (dla
j € {io — 1,i0,i0 + 1}) jest minimalna. Postepujac dalej rekurencyjnie wyznaczymy cala trase.

procedure trasa(i, j)

{ ifj=1then return i
ifdi—1,-1<dij—1 then k< i—1 else k <+
if di+17j71 < dk,]‘,1 then k+i+1
return concat(trasa(k,j — 1),1)

}

write(trasa(io, m))

O
Programowanie dynamiczne jest czesta metoda rozwiazywania probleméw optymalizacyjnych. Przy-
ktad 2 stanowi ilustracje klasycznego sposobu rozwiazania takiego problemu: najpierw znajdujemy
warto$¢ optymalnego rozwiazania a dopiero potem, na podstawie wyliczen tej wartosci, konstruujemy
optymalne rozwiazanie.

2 Dalsze przyktady

2.1 Najdluzszy wspoélny podciag.
2.1.1 Definicja problemu

Definicja 1 Cigg Z = (21, 22, .. ., zk) jest podciagiem ciggu X = (x1,x9,...,%,), jesli istnieje Scisle
rosngcey cigg indeksow (i1,i2,...,i) (1 <i; <n) taki, ze

Vj:1,2.,...k Ti; = Zj-



Jesli Z jest podciggiem zardwno ciggu X jak i ciggu Y, to mowimy, Ze Z jest wspélnym podciggiem
ciggow X Y.

KoNwENCJA: Dla wygody, w dalszej czesci ciagi bedziemy traktowac¢ jako napisy nad ustalonym al-
fabetem.

PRZYKELAD:
"BABA’ jest wspolnym podciagiem ciagéw ’ABRACADABRA’ i '/RABARBAR’, ale nie jest ich naj-
dtuzszym wspolnym podciagiem (dtuzszym jest np. 'RAAAR’).

O
OZNACZENIA:
o LCS(X,Y)={Z | Z jest wspOlnym podciagiem X i Y o maksymalnej dtugosci}
e przez X; oznaczamy i-literowy prefiks ciagu X = (z1, 22, ..., zy), tj. podciag (z1,22,...,2;); w

szczego6lnosci przez Xy oznaczamy ciag pusty.

PROBLEM:
Dane:  ciagi X = (x1,22, ..., Zm) 1Y = (y1,¥2,- -, Yn)
Wynik:  dowolny ciag Z z LCS(X,Y)

2.1.2 Redukcja problemu

Problem znalezienia ciagu Z z LC'S(X,Y) mozemy zredukowa¢ do prostszych problemoéw na podstawie
nastepujacej obserwacji:

o jedli ostatnia litera X i ostatnia litera Y sa takie same, to litera ta musi by¢ ostatnim elementem
kazdego ciagu z LCS(X,Y).

e jesli X i Y roznia sie na ostatniej pozycji (tj, zm # yn), to istnieje ciag w LCS(X,Y), ktory
na ostatniej pozycji ma litere rézna od x,, lub istnieje ciag w LCS(X,Y), ktéry na ostatniej
pozycji ma litere r6zna od y,.

W pierwszym przypadku problem znalezienia ciagu z LCS(X,,,Y,,) redukujemy do podproblemu
znalezienia ciagu z LCS(X,,—1, Y, —1). Rozwiazaniem bedzie konkatenacja znalezionego ciagu i ostat-
niej litery X-a. W drugim przypadku problem redukujemy do dwoéch podprobleméw: znalezienie
ciagu z LCS(X,,—1,Ys) 1 znalezienie ciaggu z LCS(X,,,Y,—1). W tym przypadku rozwigzaniem be-
dzie dtuzszy ze znalezionych ciagow.

2.1.3 Algorytm

Najpierw koncentrujemy sie na obliczeniu wartosci rozwigzania optymalnego, ktérag w tym przypadku
jest dtugosé elementéow z LOS(X,Y). Sposobu na obliczenie tej wartoéci dostarcza nam obserwacja
poczyniona w poprzednim paragrafie.

Fakt 1 Niech d; ; oznacza dtugosé elementéw z LCS(X;,Y;). Wéwczas:

0 jedlii =0 lub j = 0,
diyj = 1+ d/i—l,j—l ]&éll i,j >01 x; = Yjs
Inax(diyj,l, diflyj) jeéll ’L,_] >01 X; }é Yj

Tablice d mozemy oblicza¢ kolejno wierszami (lub kolumnami), a wynik odczytamy z dp, .



Procedure LCS(X,,,Y,)
for i< 1to mdo dio<+ 0
for j<0to ndo dop; < 0
for i+ 1to mdo
for j< 1to ndo
if ;= Yj then diyj — 1+ difl,j71
else d;; « max{di—1,j,dij—1}

Aby wypisa¢ jaki$ element z LC'S musimy przej$¢ tablice d jeszcze raz, poczawszy od elementu d, ,r,,
w podobny sposob jak to robilismy w Przyktadzie 2.

Jesli zalezy nam na szybkosci algorytmu, mozemy nieco przyspieszy¢ te jego faze. W tym celu, w
trakcie obliczania tablicy d, mozemy w dodatkowej tablicy zapamietywacé "droge doj$cia” do poszcze-
gélnych elementéow tablicy d. Elementy dodatkowej tablicy przyjmowalyby jedna z trzech réznych
warto§ci, w zaleznodci od tego czy d; ; powstal przez dodanie 1 do d;—1 j—1, czy przez przepisanie
di—1,, czy tez wreszcie przez przepisanie d; ;1.

2.1.4 Koszt algorytmu

Obliczenie kazdego elementu tablicy d odbywa sie w czasie stalym. Tak wiec catkowity koszt wy-
pelnienia tablicy d jest rowny ©(n - m). Koszt skonstruowania najdtuzszego podciggu na podstawie
tablicy d jest liniowy.

2.2 Wyznaczanie optymalnej kolejno$ci mnozenia macierzy.
2.2.1 Definicja problemu

Mamy obliczy¢ warto$¢ wyrazenia M postaci My x My X - - - X M,,, gdzie M; sa macierzami. Zakladamy,
ze wyrazenie jest poprawne, tj. liczba kolumn macierzy M; jest rowna liczbie wierszy macierzy M,
(dlai=1,...,n—1).

Poniewaz mnozenie macierzy jest dziataniem lacznym, warto$¢ M mozemy liczy¢ na wiele sposo-
béw. Wybor sposobu moze w istotny sposéb wplynaé¢ na liczbe operacji skalarnych jakie wykonamy
podczas obliczen.

PrzYKrAD Niech macierze M, My, M3 maja wymiary odpowiednio d x 1, 1 X d i d x 1. Rozwazmy
dwa sposoby obliczenia ich iloczynu:

° (M1 X Mg) X ]\/[3
W wyniku pierwszego mnozenia otrzymujemy macierz d x d, wiec jego koszt (niezaleznie od
przyjetej metody mnozenia macierzy) wynosi co najmniej d?. W drugim mnozeniu takze musimy
wykona¢ ©(d?) operacji.

° Ml X (MQ X Mg)
Koszt obliczenia My x Mg wynosi O(d). W jego wyniku otrzymujemy macierz 1 x 1, wiec koszt
nastepnego mnozenia wynosi takze O(d).

Dalsze rozwazania bedziemy przeprowadza¢ przy nastepujacym zalozeniu!:

Koszt pomnozenia macierzy o wymiarach a X b i b X c wynosi abc.

1Jest to koszt mnozenia wykonanego metoda tradycyjna; pézniej poznamy inne, szybsze metody.



PROBLEM:
Dane: do,dy, . ..,dy, - liczby naturalne
INTERPRETACJA: d;—1 X d; - wymiar macierzy M;.

Zadanie: Wyznaczy¢ kolejno§¢ mnozenia macierzy My X My x --- X My, przy ktorej koszt
obliczenia tego iloczynu jest minimalny.

2.2.2 Rozwigzanie silowe

Rozwiazanie silowe, polegajace na sprawdzeniu wszystkich mozliwych sposobéw wykonania obliczen,
jest nieakceptowalne. Liczba tych sposob6éw dana jest wzorem

_J1 jeslin =1
Stn) = { Sl S()S(n 1) jesli n > 1

UZASADNIENIE WZORU: Kazde z n — 1 mnozen wystepujacych w ciggu M1 X ... X M,, moze by¢ ostatnim,
jakie wykonamy obliczajac ten iloczyn. Liczba sposobéw mnozenia macierzy, w ktérych i-te mnozenie jest
ostatnim, jest rowna iloczynowi S(i) - S(n —4) (tj. liczby sposob6w, na ktére mozna pomnozy¢ i pierwszych
macierzy oraz liczby sposob6w, na ktére mozna pomnozy¢ n — ¢ ostatnich macierzy).

. . . . - . 1 (2n—2 4"
Rozwigzaniem powyzszego réwnania jest S(n) ="n—ta liczba Catalana"= 1 (*"~%) = Q(2;). Tak
wiec koszt sprawdzania wszystkich mozliwych iloczynéw jest wyktadniczy.

2.2.3 Rozwigzanie dynamiczne

Zauwazamy, ze problem spelnia kryterium optymalno$ci. Jesli bowiem k-te mnozenie jest ostatnim
jakie wykonamy w optymalnym sposobie obliczeni, to iloczyny M X ... X My, oraz My X ... X M,
tez musialy by¢ obliczone w optymalny sposob.

Na podstawie tej wlasnoéci mozemy ulozy¢ nastepujacy algorytm rekurencyjny wyznaczajacy opty-
malny koszt obliczen.

function matmult(, j)
if i =j then return 0
opt <— o0
for k<1 toj—1 do
opt < min(opt, dj—1drd; + matmult(i, k) + matmult(k + 1, 7))
return opt

Algorytm ten, jakkolwiek szybszy od metody sitowej, nadal dziala w czasie wykladniczym (©(3™)).
Przyczyna tkwi w wielokrotnym wykonywaniu obliczeri dla tych samych wartosci parametrow (i, 7).
Unikniemy tego mankamentu stosujac programowanie dynamiczne. Niech

m;; = ‘minimalny koszt obliczenia M; x M1 x -+ x M;”
Dla wygody przyjmujemy, ze m; ; = 0 (dla ¢ > j). Wowczas

mi; = min (m;, + Myt + di—1did;).
i<k<j

Sktadnik m; j, jest kosztem obliczenia M; x M1 x --- x My, sktadnik my41 ; - kosztem obliczenia
M1 X Myyo X - - - x M, natomiast d;_1dyd; to koszt obliczenia iloczynu dwéch powstalych macierzy.



procedure dyn — matmult(d[0..n]);
intm[l..n, 1..n], p[l..n,1.n]
for i+ 1tondom; < 0;
for s+ 1ton—1do
for i<+ 1ton—sdo

J—i+s

Mij < Minj<p<j(Mi g + Mit1,; + di—1drd;)

Dij < "to k, przy ktérym osiggane byto minimum dla m;;"
return p[l..n,1..n]

Algorytm oblicza wartosci m; ;+s (na podstawie powyzszego wzoru) oraz wartosci p; 15, Ktore
umozliwiaja pézniejsze skonstruowanie rozwiazania.

Koszt algorytmu. Tablice m; ; liczymy przekatna za przekatng poczawszy od gléwnej przekatne;j.
Koszt policzenia jednego elementu m; ;1 na s-tej przekatnej wynosi ©(s). Poniewaz na s-tej przekatnej
znajduje sie n — s elementdw, koszt algorytmu wynosi

Odtworzenie rozwiazania Odtworzenia rozwigzania dokonujemy w standardowy sposob na pod-
stawie tablicy p. Zwr6¢ uwage, Ze znalezienie rozwigzania na podstawie samych tylko wartosci m;;
wymagaloby czasu ©(n?).



