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Metoda Dziel i Zwyci¦»aj.

IIUWr. II rok informatyki. Opracowaª: Krzysztof Lory±

1 Schemat ogólny.

Algorytmy skonstruowane metod¡ �dziel i zwyci¦»aj� skªadaj¡ si¦ z trzech zasadniczych kroków:

1. transformacja danych x na dane x1, . . . , xk o mniejszym rozmiarze;

2. rozwi¡zanie problemu dla danych xi (i = 1, . . . , k);

3. obliczenie rozwi¡zania dla danych x na podstawie wyników otrzymanych w punkcie 2.

W naturalny sposób implementowane s¡ jako procedury rekurencyjne:

function DiZ(x)
if x jest maªe lub proste then return AdHoc(x)
przeksztaª¢ x na x1, . . . , xk o mniejszym rozmiarze ni» x
for i← 1 to k do yi ← DiZ(xi)
na podstawie y1 . . . yk oblicz rozwi¡zanie y dla x
return y

gdzie AdHoc jest algorytmem u»ywanym do rozwi¡zania problemu dla "ªatwych" danych.

2 Wa»ne równanie rekurencyjne.

Twierdzenie 1 Niech a, b, c ∈ N . Rozwi¡zaniem równania rekurencyjnego

T (n) =

{
b dla n = 1

aT (n/c) + bn dla n > 1

dla n b¦d¡cych pot¦g¡ liczby c jest

T (n) =

 Θ(n) je»eli a < c,
Θ(n log n) je»eli a = c,
Θ(nlogc a) je»eli a > c

Dowód. Niech: n = ck, czyli k = logc n. Stosuj¡c metod¦ podstawiania otrzymujemy:

T (n) = akbn/ck + ak−1bn/ck−1 + . . . + abn/c + bn = bn

k∑
i=0

(a
c

)i
.

Rozwa»amy 3 przypadki:

1. a < c
Wówczas a

c < 1, wi¦c szereg
∑k

i=0

(
a
c

)i
jest zbie»ny do pewnego m ∈ R+. St¡d T (n) = bmn.

2. a = c
Wówczas a

c = 1, wi¦c
∑k

i=0

(
a
c

)i
= k + 1 = Θ(logc n). St¡d T (n) = Θ(n logc n).
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3. a > c
Wówczas a

c > 1, wi¦c:

T (n) = bck
k∑

i=0

(a
c

)
= bck

(
a
c

)k+1 − 1(
a
c

)
− 1

=

b
ak+1 − ck+1

a− c
=

ba

a− c
alogc n − cb

a− c
n =

ba

a− c
alogc n −O(n).

Poniewa» n jest O(alogc n) = O(nlogc a), wi¦c T (n) = Θ(alogc n).
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Interpretacja: Twierdzenie okre±la zªo»ono±¢ algorytmów opartych na strategii dziel i zwyci¦»aj,
które:

• redukuj¡ problem dla danych o rozmiarze n do rozwi¡zania tego problemu dla a zestawów danych,
ka»dy o rozmiarze n/c.

• wykonuj¡ kroki 1 i 3 schematu ogólnego w czasie liniowym.

3 Przykªady.

3.1 Sortowanie

Nasze przykªady rozpoczniemy od zaprezentowania dwóch strategii Dziel i Zwyci¦»aj dla problemu
sortowania.

Problem:

Dane: tablica T [1..n] elementów z uporz¡dkowanego liniowo uniwersum

Zadanie: uporz¡dkowa¢ T

3.1.1 Strategia 1: Sortowanie przez scalanie.

Strategia ta oparta jest na tym, »e dwa uporz¡dkowane ci¡gi potra�my szybko (w czasie liniowym)
scali¢ w jeden ci¡g. Aby posortowa¢ tablic¦ wystarczy wi¦c podzieli¢ j¡ na dwie cz¦±ci, niezale»nie
posortowa¢ ka»d¡ z cz¦±ci a nast¦pnie scali¢ je.

procedure mergesort(T [1..n])
if n jest maªe then insert(T )
else

X[1 .. dn/2e]← T [1 .. dn/2e]
Y [1 .. bn/2c]← T [1 + dn/2e .. n]
mergesort(X); mergesort(Y )
T ← merge(X,Y )

Czas dziaªania algorytmu wyra»a si¦ równaniem t(n) = t(dn/2e)+t(bn/2c)+Θ(n), którego rozwi¡-
zaniem jest t(n) = Θ(n log n). Jak pó¹niej poka»emy jest to asymptotycznie optymalny czas dziaªania
algorytmów sortowania.

Mankamentem tego algorytmu jest fakt wykorzystywania dodatkowych tablic (poza tablic¡ wej-
±ciow¡) podczas scalania ci¡gów. Niestety nie jest znany sposób usuni¦cia tej wady. Co prawda znane
s¡ metody �scalania w miejscu� w czasie liniowym, lecz s¡ one bardzo skomplikowane, co sprawia, »e
staªe w funkcjach liniowych ograniczaj¡cych czas dziaªania s¡ nieakceptowalnie wielkie.
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Przy okazji prezentacji tego algorytmu chcemy zwróci¢ uwag¦ na niezwykle wa»ny, a cz¦sto za-
niedbywany, aspekt implementacji algorymów typu Dziel i Zwyci¦»aj: staranne dobranie progu na
rozmiar danych, poni»ej którego nie opªaca si¦ stosowa¢ algorytmu rekurencyjnie. Przykªadowo po-
wy»ej zastosowali±my dla maªych danych algorytm insert. Mo»e on wymaga¢ czasu kwadratowego, ale
jest bardzo prosty i ªatwy w implementacji, dzi¦ki czemu w praktyce jest on dla maªych danych szybszy
od rekurencyjnej implementacji sortowania przez scalanie. Teoretyczne wyliczenie warto±ci progu jest
zwykle trudne i zawodne. Jego warto±¢ zale»y bowiem tak»e od efektywno±ci implementacji a nawet
od typu maszyny, na którym program b¦dzie wykonywany. Dlatego, je±li zale»y nam na optymalnym
�dostrojeniu� programu (na przykªad z tego powodu, »e jest on bardzo cz¦sto wykonywan¡ procedur¡,
wa»¡c¡ na efektywno±ci caªego systemu), powinni±my wyznaczy¢ ten próg poprzez starannie dobrane
eksperymenty.

3.1.2 Strategia 2: Quicksort

Najistotniejszym krokiem algorytmu sortowania przez scalanie jest krok 3 (ª¡czenie wyników podpro-
blemów). Natomiast krok 1 jest trywialny i sprowadza si¦ do wyliczenia indeksu ±rodka tablicy (ze
wzgl¦dów technicznych poª¡czyli±my go powy»ej z kopiowaniem elementów do tablic roboczych).

W algorytmie Quicksort sytuacja jest odwrotna: istotnym krokiem jest krok 1. Polega on na
podziale elementów tablicy na dwa ci¡gi, takie, »e ka»dy element pierwszego z nich jest nie mniejszy
od ka»dego elementu drugiego z nich. Je±li teraz ka»dy z tych ci¡gów zostanie niezale»nie posortowany,
to krok 3 staje si¦ zbyteczny.

procedure Quicksort(T [1..n])
if n jest maªe then insert(T )
else

wybierz element dziel¡cy x
(* niech k równa si¦ liczbie elementów tablicy T nie wi¦kszych od x*)
przestaw elementy tablicy T tak, »e ∀i≤kT [i] ≤ x
Quicksort(T [1..k]); Quicksort(T [(k + 1)..n]);

Analizie zªo»ono±ci algorytmu Quicksort po±wi¦cimy oddzielny wykªad. Wówczas omówimy tak»e
sposoby implementacji kroku 1.

3.2 Mno»enie bardzo du»ych liczb.

Problem:

Dane: liczby naturalne a i b
komentarz: liczby a i b s¡ dªugie.

Wynik: iloczyn a · b

3.2.1 Algorytm Karatsuby

Dla prostoty opisu przyjmijmy, »e obydwie liczby maj¡ t¦ sam¡ dªugo±¢ (równ¡ n = 2k). Narzucaj¡cy
si¦ algorytm oparty na strategii Dziel i Zwyci¦»aj polega na podziale n-bitowych czynników na cz¦±ci
n/2-bitowe, a nast¦pnie odpowiednim wymno»eniu tych cz¦±ci.

Niech a = a1 · 2s + a0 i b = b1 · 2s + b0, gdzie s = n/2; 0 ≤ a1, a0, b1, b0 < 2s. Iloczyn a · b mo»emy
teraz zapisa¢ jako

ab = c2 · 22s + c1 · 2s + c0,

gdzie c2 = a1b1; c1 = a0b1 + a1b0; c0 = a0b0.

Jak wida¢ jedno mno»enie liczb n-bitowych mo»na zredukowa¢ do czterech mno»e« liczb n/2-
bitowych, dwóch mno»e« przez pot¦g¦ liczby 2 i trzech dodawa«. Zarówno dodawania jak i mno»enia
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przez pot¦g¦ liczby 2 mo»na wykona¢ w czasie liniowym. Taka redukcja nie prowadzi jednak do
szybszego algorytmu - czas dziaªania wyra»a si¦ wzorem T (n) = 4T (n/2)+Θ(n), którego rozwi¡zaniem
jest T (n) = Θ(n2). Aby uzyska¢ szybszy algorytm musimy potra�¢ oblicza¢ wspóªczynniki c2, c1, c0
przy u»yciu trzech mno»e« liczb n/2-bitowych. Uzyskujemy to przez zast¡pienie dwóch mno»e«
podczas obliczania c1 jednym mno»eniem i dwoma odejmowaniami:

c1 = (a1 + a0)(b1 + b0)− c0 − c2.

multiply(a, b)
n← max(|a|, |b|) (* |x| oznacza dªugo±¢ liczby x *)
if n jest maªe then pomnó» a i b klasycznym algorytmem

return obliczony iloczyn
p← bn/2c
a1 ← ba/2pc; a0 ← a mod 2p

b1 ← bb/2pc; b0 ← b mod 2p

z ← multiply(a0, b0)
y ← multiply(a1 + a0, b1 + b0)
x← multiply(a1, b1);
return 22px+ 2p(y − x− z) + z

Fakt 1 Zªo»ono±¢ czasowa powy»szego algorytmu wynosi O(nlog 3).

Dowód: (Zakªadamy, »e a i b s¡ liczbami n - bitowymi i n jest pot¦g¡ liczby 2.)
Wystarczy pokaza¢, »e czas dziaªania algorytmu wyra»a si¦ wzorem:

T (n) =

{
k dla n = 1

3T (n/2) + Θ(n) dla n > 1

Jedyn¡ w¡tpliwo±¢ mo»e budzi¢ fakt, »e, wskutek przeniesienia, liczby a1 + a0 i b1 + b0 mog¡ by¢
(n/2) + 1-bitowe. W takiej sytuacji a1 + a0 zapisujemy w postaci a′2n/2 + a′′, a b1 + b0 w postaci
b′2n/2 + b′′, gdzie a′ i b′ s¡ bitami z pozycji (n/2) + 1 liczb a i b, a a′′ i b′′ s¡ zªo»one z pozostaªych
bitów. Obliczenie y mo»emy teraz przedstawi¢ jako:

(a1 + a0)(b1 + b0) = a′b′2n + (a′b′′ + a′′b′)2n/2 + a′′b′′

Jedynym skªadnikiem wymagaj¡cym rekurencyjnego wywoªania jest a′′b′′ (obydwa czynniki s¡ n/2-
bitowe). Pozostaªe mno»enia wykonujemy w czasie O(n), poniewa» jednym z czynników jest pojedyn-
czy bit (a′ lub b′) lub pot¦ga liczby 2.
Tak wi¦c przypadek, gdy podczas obliczania y wyst¦puje przeniesienie przy dodawaniu, zwi¦ksza
zªo»ono±¢ jedynie o pewn¡ staª¡, nie zmieniaj¡c klasy zªo»ono±ci algorytmu. 2

3.2.2 Podziaª na wi¦cej cz¦±ci

Poka»emy teraz, »e powy»sz¡ metod¦ mo»na uogólni¢. Niech k ∈ N b¦dzie dowoln¡ staª¡. Liczby a i
b przedstawiamy jako

a =

k−1∑
i=0

ai · 2in/k b =

k−1∑
i=0

bi · 2in/k

gdzie wszystkie ai oraz bi s¡ liczbami co najwy»ej n/k-bitowymi. Naszym zadaniem jest policzenie
liczb c0, c1, . . . , c2k takich, »e dla j = 0, . . . , 2k − 2:

cj =

j∑
r=0

arbj−r.
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Niech liczby w1, . . . , w2k−1 b¦d¡ zde�niowane w nast¦puj¡cy sposób:

wt = (

k−1∑
i=0

ait
i) · (

k−1∑
i=0

bit
i).

�atwo sprawdzi¢, »e wt =
∑2k−2

j=0 cjt
j . Otrzymali±my wi¦c ukªad 2k−1 równa« z 2k−1 niewiadomymi

c0, c1, . . . , c2k−2. Fakt ten mo»emy zapisa¢ jako

U · [c0, c1, . . . , c2k−3, c2k−2]T = [w1, w2, . . . , w2k−2, w2k−1]T ,

gdzie elementy macierzy U = {uij} s¡ równe uij = ij (dla i = 1, . . . , 2k − 1 oraz j = 0, . . . , 2k − 2).
Poniewa» U jest macierz¡ nieosobliw¡ (jest macierz¡ Vandermonde'a), istnieje rozwi¡zanie powy»-
szego ukªadu. Je±li w1, . . . , w2k−1 potraktujemy jako warto±ci symboliczne, to rozwi¡zuj¡c ten ukªad
wyrazimy ci jako kombinacje liniowe tych warto±ci. To stanowi podstaw¦ dla nast¦puj¡cego algorytmu:

1. Oblicz rekurencyjnie warto±ci w1, . . . , w2k−1.

2. Oblicz warto±ci c0, . . . , c2k−2.

3. return
∑2k−2

i=0 ci2
in/k.

Fakt 2 Powy»szy algorytm dziaªa w czasie Θ(nlogk(2k−1)).

Pomijamy formalny dowód tego faktu. Wynika on z tego, »e w kroku 1 wywoªujemy 2k − 1 razy
rekurencyjnie funkcj¦ dla danych o rozmiarze n/k oraz z tego, »e kroki 2 i 3 wykonuj¡ si¦ w czasie
liniowym.

Jakkolwiek zwi¦kszaj¡c k mo»emy z wykªadnikiem nad n dowolnie blisko przybli»y¢ si¦ do 1, to
jednak zauwa»my, »e otrzymane algorytmy maj¡ znaczenie czysto teoretyczne. Staªe wyst¦puj¡ce w
kombinacjach obliczanych w punkcie 2 ju» dla niewielkich warto±ci k s¡ bardzo du»e i sprawiaj¡, »e
algorytm dziaªa szybciej od klasycznego mno»enia pisemnego dopiero dla danych o astronomicznie
wielkich rozmiarach.

3.3 Równoczesne znajdowanie minimum i maksimum w zbiorze.

Problem: Minmax
Dane: zbiór S = {a1, a2, . . . , an} 1

Wynik: min{ai | i = 1, . . . , n} max{ai | i = 1, . . . , n}

Komentarz: Ograniczamy si¦ do klasy algorytmów, które danych wej±ciowych u»ywaj¡ jedynie
w operacjach porównania. Interesuj¡ nas dwa zagadnienia:

• znalezienie algorytmu z tej klasy, który rozwi¡zuje problem Minmax, u»ywaj¡c jak najmniejszej
liczby porówna«.

• dokªadne wyznaczenie dolnej granicy na liczb¦ porówna« (tym problemem zajmiemy si¦ na
wykªadzie po±wi¦conym dolnym granicom).

Proste podej±cie do tego problemu polega na tym, by szukane liczby znale¹¢ niezale»nie, np. naj-
pierw minimum a potem maksimum. Takie rozwi¡zanie wymaga 2n − 2 porówna«. Jego nieopty-
malno±¢ wynika z tego, »e algorytm podczas szukania maksimum nie wykorzystuje w »aden sposób
informacji jakie nabyª o elementach zbioru S w czasie wyszukiwania minimum. W szczególno±ci w
trakcie szukania maksimum b¦d¡ braªy udziaª w porównaniach te elementy S-a, które podczas szuka-
nia minimum byªy porównywane z wi¦kszymi od siebie elementami, a wi¦c nie mog¡ by¢ maksimum.
To spostrze»enie prowadzi do nast¦puj¡cego algorytmu:

1Termin �zbiór� jest u»yty tu w do±¢ swobodnym znaczeniu. W zasadzie S jest multizbiorem - elementy mog¡ si¦

w nim powtarza¢. O ile jednak nie b¦dzie to ¹ródªem dwuznaczno±ci, w przyszªo±ci termin �zbiór� b¦dziemy stosowa¢

tak»e w odniesieniu do multizbiorów.
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MinMax1(S)
Sm ← SM ← ∅
for i = 1 to n div 2 do

porównaj ai z an−i+1; mniejsz¡ z tych liczb wstaw do zbioru Sm, a wi¦ksz¡ - do zbioru SM

m← min{a | a ∈ Sm}
M ← max{a | a ∈ SM}
if n parzyste then return (m,M)

else return (min(m,adn/2e),max(M,adn/2e))

Fakt 3 Algorytm MinMax1 wykonuje d 32n− 2e porówna« na elementach zbioru S.

Dowód. Niech n = 2m. W p¦tli for wykonywanych jest m porówna«, a w dwóch nast¦pnych
wierszach po m− 1 porówna«. W sumie mamy 3m− 2 = d 32n− 2e porówna«.

Gdy n = 2m+ 1, algorytm najpierw znajduje minimum i maksimum w zbiorze S \ {adn/2e}. Zbiór
ten ma 2m elementów, a wi¦c liczba wykonanych porówna« wynosi 3m− 2. Ostatnia instrukcja wy-
maga dwóch porówna«, co w sumie daje 3m porówna«. Jak ªatwo sprawdzi¢ 3m = 3(n − 1)/2 =
d3(n− 1)/2− 1/2e = d 32n− 2e. 2

Inne podej±cie polega na zastosowaniu strategii Dziel i Zwyci¦»aj: zbiór S dzielimy na dwie cz¦±ci,
w ka»dej cz¦±ci znajdujemy minimum i maksimum, jako wynik dajemy mniejsze z minimów i wi¦ksze
z maksimów. Poni»sza, niestaranna implementacja tego pomysªu nie osi¡ga jednak liczby porówna«
algorytmu MinMax1 i powinna stanowi¢ ostrze»enie przed niefrasobliwym implementowaniem nie-
dopracowanych algorytmów. Poprawienie tej implementacji pozostawiamy jako zadanie na ¢wiczenia.

Procedure MinMax2(S)
if |S|= 1 then return (a1, a1)
else

if |S|= 2 then return (max(a1, a2),min(a1, a2))
else

podziel S na dwa równoliczne (z dokªadno±ci¡ do jednego elementu) podzbiory S1, S2

(max1,min1)←MinMax2(S1)
(max2,min2)←MinMax2(S2)
return (max(max1,max2),min(min1,min2))
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