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METODA DZIEL 1 ZWYCIEZAJ.

ITUWr. 1 rok informatyki. Opracowat: Krzysztof Lorys

1 Schemat ogdlny.

Algorytmy skonstruowane metodg “dziel i zwyciezaj” sktadaja sie z trzech zasadniczych krokdw:
1. transformacja danych x na dane x1,...,x; o mniejszym rozmiarze;
2. rozwigzanie problemu dla danych z; (i = 1,...,k);
3. obliczenie rozwiagzania dla danych z na podstawie wynikéw otrzymanych w punkcie 2.

W naturalny sposéb implementowane sa jako procedury rekurencyjne:

function DiZ(z)
if x jest mate lub proste then return AdHoc(x)
przeksztat¢ = na z1,...,Zr 0 mniejszym rozmiarze niz
for i+ 1to kdo y; « DiZ(x;)
na podstawie y; ...y, oblicz rozwigzanie y dla z
return y

gdzie AdHoc jest algorytmem uzywanym do rozwigzania problemu dla "tatwych" danych.

2 Wazne réwnanie rekurencyjne.

Twierdzenie 1 Niech a,b,c € N'. Rozwigzaniem réwnania rekurencyjnego

T(n):{ b dlan=1

aT'(n/c)+bn dlan>1
dla n bedgcych potegq liczby c jest

O(n) jezeli a < c,
T(n) =4 O(nlogn) jezelia=c,
O(nlo8:)  jezeli a > c

DowoD. Niech: n = c¥, czyli k = log,.n. Stosujac metode podstawiania otrzymujemy:

k ,
T(n) = a*bn/cf 4+ a*1bn/c* =1 + ...+ abn/c+bn = bnz (2) .
c
i=0
Rozwazamy 3 przypadki:

l.a<c

Woéwcezas ¢ -

2 < 1, wiec szereg SF (z)l jest zbiezny do pewnego m € R*. Stad T(n) = bmn.

2. a=c
a

Woéwezas ¢ = 1, wige Zf:o (%)l =k+1=0(og.n). Stad T(n) = O(nlog,n).



3.a>c
Wowcezas 2 > 1, wige:

k = a k (g)kH*l
T(n) = be (f = bc" =<7 =
; c) (7)—1
k+1 _ k+1
2 c _ ba g _ cb - ba a5 _ O(n)
a—c a—c a—c a—c

Poniewaz n jest O(a'°8:") = O(nl°%< %), wiec T'(n) = O(a'*8< ™).

O
INTERPRETACJA: Twierdzenie okresla ztozono§é algorytméw opartych na strategii dziel i zwyciezaj,
ktore:

o redukuja problem dla danych o rozmiarze n do rozwigzania tego problemu dla a zestawéw danych,
kazdy o rozmiarze n/c.

e wykonuja kroki 1 i 3 schematu ogdlnego w czasie liniowym.

3 Przyklady.

3.1 Sortowanie

Nasze przyklady rozpoczniemy od zaprezentowania dwoch strategii Dziel i Zwyciezaj dla problemu
sortowania.

PROBLEM:
Dane: tablica T1..n] elementéw z uporzadkowanego liniowo uniwersum

Zadanie: uporzadkowaé T

3.1.1 Strategia 1: Sortowanie przez scalanie.

Strategia ta oparta jest na tym, ze dwa uporzadkowane ciagi potrafimy szybko (w czasie liniowym)
scali¢ w jeden cigg. Aby posortowaé tablice wystarczy wiec podzieli¢ ja na dwie czeSci, niezaleznie
posortowaé kazda z czedci a nastepnie scalié je.

procedure mergesort(7T'[1..n])
if n jest mate then insert(7)
else
X[1.. [n/2]]+ T[1.. [n/2]]
Y[1. [n/2]] < T[1+[n/2]..n]
mergesort(X); mergesort(Y)
T < merge(X,Y)

Czas dzialania algorytmu wyraza sie rownaniem ¢(n) = t([n/2])+t(|n/2]) +©(n), ktérego rozwia-
zaniem jest t(n) = O(nlogn). Jak poiniej pokazemy jest to asymptotycznie optymalny czas dzialania
algorytmoéw sortowania.

Mankamentem tego algorytmu jest fakt wykorzystywania dodatkowych tablic (poza tablica wej-
$ciowa) podczas scalania ciagow. Niestety nie jest znany sposéb usuniecia tej wady. Co prawda znane
sa metody ”scalania w miejscu” w czasie liniowym, lecz sa one bardzo skomplikowane, co sprawia, ze
stale w funkcjach liniowych ograniczajacych czas dziatania sa nieakceptowalnie wielkie.



Przy okazji prezentacji tego algorytmu chcemy zwrécié uwage na niezwykle wazny, a czesto za-
niedbywany, aspekt implementacji algoryméw typu Dziel i Zwyciezaj: staranne dobranie progu na
rozmiar danych, ponizej ktérego nie oplaca sie stosowaé algorytmu rekurencyjnie. Przykladowo po-
wyzej zastosowaliSmy dla malych danych algorytm insert. Moze on wymagaé czasu kwadratowego, ale
jest bardzo prosty i tatwy w implementacji, dzieki czemu w praktyce jest on dla matych danych szybszy
od rekurencyjnej implementacji sortowania przez scalanie. Teoretyczne wyliczenie wartosci progu jest
zwykle trudne i zawodne. Jego wartosé zalezy bowiem takze od efektywnosci implementacji a nawet
od typu maszyny, na ktérym program bedzie wykonywany. Dlatego, jesli zalezy nam na optymalnym
”dostrojeniu” programu (na przyktad z tego powodu, ze jest on bardzo czesto wykonywana procedura,
wazaca na efektywnosci catego systemu), powinnisémy wyznaczy¢ ten prog poprzez starannie dobrane
eksperymenty.

3.1.2 Strategia 2: Quicksort

Najistotniejszym krokiem algorytmu sortowania przez scalanie jest krok 3 (laczenie wynikéw podpro-
blemo6w). Natomiast krok 1 jest trywialny i sprowadza sie do wyliczenia indeksu $rodka tablicy (ze
wzgledow technicznych potaczylismy go powyzej z kopiowaniem elementéw do tablic roboczych).

W algorytmie Quicksort sytuacja jest odwrotna: istotnym krokiem jest krok 1. Polega on na
podziale elementéw tablicy na dwa ciagi, takie, ze kazdy element pierwszego z nich jest nie mniejszy
od kazdego elementu drugiego z nich. Jedli teraz kazdy z tych ciagoéw zostanie niezaleznie posortowany,
to krok 3 staje sie zbyteczny.

procedure Quicksort(7'[1..n])
if n jest mate then insert(T)
else
wybierz element dzielacy =
(* niech k réwna sie liczbie elementéw tablicy T' nie wiekszych od z*)
przestaw elementy tablicy T tak, ze V;<;T[i] < z
Quicksort(T[1..k]); Quicksort(T[(k + 1)..n]);

Analizie zlozonosci algorytmu Quicksort poswiecimy oddzielny wyktad. Wowcezas oméwimy takze
sposoby implementacji kroku 1.

3.2 Mnozenie bardzo duzych liczb.

PRroOBLEM:
Dane:  liczby naturalne a i b

komentarz: liczby a i b sa dlugie.
Wynik: iloczyn a - b

3.2.1 Algorytm Karatsuby

Dla prostoty opisu przyjmijmy, ze obydwie liczby maja te sama dtugo$é (rowna n = 2%). Narzucajacy
sie algorytm oparty na strategii Dziel i Zwyciezaj polega na podziale n-bitowych czynnikéw na czesci
n/2-bitowe, a nastepnie odpowiednim wymnozeniu tych czesci.
Niech a = ay-2°+ag i b= by -2°+ by, gdzie s =n/2; 0 < ay,ag,b1,bp < 2°. Tloczyn a - b mozemy
teraz zapisaé jako
ab=cy 2% +¢1-2° + co,

gdzie Coy = albl; Cc1 = aobl + albo; Co = a()bo.

Jak widaé¢ jedno mnozenie liczb n-bitowych mozna zredukowaé¢ do czterech mnozen liczb n/2-
bitowych, dwéch mnozen przez potege liczby 2 i trzech dodawari. Zaréwno dodawania jak i mnozenia



przez potege liczby 2 mozna wykonaé w czasie liniowym. Taka redukcja nie prowadzi jednak do
szybszego algorytmu - czas dzialania wyraza sie wzorem T'(n) = 4T (n/2)+0(n), ktorego rozwiazaniem
jest T'(n) = ©(n?). Aby uzyskaé¢ szybszy algorytm musimy potrafi¢ oblicza¢ wspotczynniki ca, c1, co
przy uzyciu trzech mnozen liczb n/2-bitowych. Uzyskujemy to przez zastapienie dwoch mnozen
podczas obliczania ¢; jednym mnozeniem i dwoma odejmowaniami:

c1 = (a1 + ag)(by + by) — co — ca.

multiply(a, b)
n < maz(|al,|b]) (¥ |z| oznacza dtugosé liczby x *)
if n jest mate then pomnéz a i b klasycznym algorytmem
return obliczony iloczyn
p < [n/2]
ay < |a/2”|; ag < a mod 2P
b1 < Lb/?pj; b() <~ b mod 2P
z + multiply(ao, bo)
y < multiply(a1 + ao, b1 + bo)
z  multiply(ai, b1);
return 2Py 4 2P (y — 2 — 2) + 2

Fakt 1 Ztozonosé czasowa powyzszego algorytmu wynosi O(n'°83).

DowOD: (Zakladamy, ze a i b sa liczbami n - bitowymi i n jest potega liczby 2.)
Wystarczy pokazac, ze czas dzialania algorytmu wyraza si¢ wzorem:

k dlan=1
Tn) = { 3T(n/2) +O(n) dlan>1

Jedyna watpliwo$¢ moze budzi¢ fakt, ze, wskutek przeniesienia, liczby a; + ag 1 b1 + by moga by¢
(n/2) + 1-bitowe. W takiej sytuacji a; 4+ ao zapisujemy w postaci a’2"/? + a”, a by + by w postaci
V22 41" gdzie o' i V' sg bitami z pozycji (n/2) + 1 liczb a i b, a o’ i V" sa zlozone z pozostalych
bitow. Obliczenie y mozemy teraz przedstawié jako:

(al Jrao)(bl JFbO) — dbon + (a'b” +a//bl)2n/2 Jra//b//

Jedynym skladnikiem wymagajacym rekurencyjnego wywolania jest a”b” (obydwa czynniki sa n/2-
bitowe). Pozostale mnozenia wykonujemy w czasie O(n), poniewaz jednym z czynnikow jest pojedyn-
czy bit (a’ lub V') lub potega liczby 2.

Tak wiec przypadek, gdy podczas obliczania y wystepuje przeniesienie przy dodawaniu, zwieksza
zlozonosé jedynie o pewna stala, nie zmieniajac klasy zlozonosci algorytmu. a

3.2.2 Podzial na wiecej czesci

Pokazemy teraz, ze powyzsza metode mozna uogolnié. Niech k € N bedzie dowolng stalg. Liczby a i
b przedstawiamy jako

k=1 k—1
azzai.Qin/k bzzblwn/k
i=0 i=0

gdzie wszystkie a; oraz b; sa liczbami co najwyzej n/k-bitowymi. Naszym zadaniem jest policzenie
liczb cg, c1, ..., cop takich, ze dla j =0,...,2k — 2:

J
C; = Z arbj_r.
r=0



Niech liczby w1, ..., w1 beda zdefiniowane w nastepujacy sposob:

k—1 ) k—1 ]
we = (Z ait’) . (Z bztl)
=0 =0

FLatwo sprawdzié, ze w; = 2522 cjt/. Otrzymalismy wiec uktad 2k — 1 réwnari z 2k — 1 niewiadomymi

Co,C1,- - -, Cok—2- Fakt ten mozemy zapisaé jako
T T
U' [CO7CI7°"7CQk737CQk72] = [w1;w27"'7w2k727w2k71} )

gdzie elementy macierzy U = {u;;} sa rowne u;; =i/ (dlai=1,...,2k — 1 oraz j = 0,...,2k — 2).
Poniewaz U jest macierza nieosobliwa (jest macierza Vandermonde’a), istnieje rozwiazanie powyz-
szego uktadu. Jesli wq,..., w1 potraktujemy jako wartosci symboliczne, to rozwigzujac ten uktad
wyrazimy c; jako kombinacje liniowe tych wartosci. To stanowi podstawe dla nastepujacego algorytmu:

1. Oblicz rekurencyjnie wartosci w1, ..., Wag_1-
2. Oblicz wartosci cq, ..., Cop_o.
3. return 212562 c;2i/k,
Fakt 2 Powyzszy algorytm dziata w czasie ©(n'°8x(2k—1)),

Pomijamy formalny dowod tego faktu. Wynika on z tego, ze w kroku 1 wywotujemy 2k — 1 razy
rekurencyjnie funkcje dla danych o rozmiarze n/k oraz z tego, ze kroki 2 i 3 wykonuja sie w czasie
liniowym.

Jakkolwiek zwiekszajac k mozemy z wykladnikiem nad n dowolnie blisko przyblizy¢ sie do 1, to
jednak zauwazmy, ze otrzymane algorytmy maja znaczenie czysto teoretyczne. Stale wystepujace w
kombinacjach obliczanych w punkcie 2 juz dla niewielkich wartosci k£ sa bardzo duze i sprawiaja, ze
algorytm dziata szybciej od klasycznego mnozenia pisemnego dopiero dla danych o astronomicznie
wielkich rozmiarach.

3.3 Roéwnoczesne znajdowanie minimum i maksimum w zbiorze.

PROBLEM: Minmax
Dane:  zbior S = {ay,az,...,a,} !
Wynik: min{a; |i=1,...,n} max{a; |i=1,...,n}

KOMENTARZ: Ograniczamy sie do klasy algorytmoéw, ktore danych wejsciowych uzywaja jedynie
w operacjach poréwnania. Interesuja nas dwa zagadnienia:

e znalezienie algorytmu z tej klasy, ktory rozwigzuje problem Minmax, uzywajac jak najmniejszej
liczby poréwnan.

e dokladne wyznaczenie dolnej granicy na liczbe poréwnan (tym problemem zajmiemy sie na
wyktadzie poswieconym dolnym granicom).

Proste podejscie do tego problemu polega na tym, by szukane liczby znalez¢ niezaleznie, np. naj-
pierw minimum a potem maksimum. Takie rozwigzanie wymaga 2n — 2 poréwnarn. Jego nieopty-
malnos§é wynika z tego, ze algorytm podczas szukania maksimum nie wykorzystuje w zaden sposob
informacji jakie nabyl o elementach zbioru S w czasie wyszukiwania minimum. W szczegélnosci w
trakcie szukania maksimum beda bralty udzial w poréwnaniach te elementy S-a, ktére podczas szuka-
nia minimum byly poréwnywane z wiekszymi od siebie elementami, a wiec nie moga by¢ maksimum.
To spostrzezenie prowadzi do nastepujacego algorytmu:

I Termin "zbiér” jest uzyty tu w doéé swobodnym znaczeniu. W zasadzie S jest multizbiorem - elementy moga sie

w nim powtarza¢. O ile jednak nie bedzie to Zrodlem dwuznacznodci, w przysztosci termin “zbiér” bedziemy stosowacd
takze w odniesieniu do multizbiorow.



MinMax1(S)
Sm — Sm <0
for i =1 to n div 2 do
poréwnaj a; z an—;+1; mniejsza z tych liczb wstaw do zbioru S,,,, a wieksza - do zbioru Sy,
m <+ min{a | a € Sm}
M <+ maz{a|a € Sm}
if n parzyste then return (m,M)
else return (min(m,ar,/21), maz(M,ar,/27))

Fakt 3 Algorytm MinMaz! wykonuje [3n — 2] poréwnani na elementach zbioru S.

DowoD. Niech n = 2m. W petli for wykonywanych jest m poréwnan, a w dwdch nastepnych
wierszach po m — 1 poréwnan. W sumie mamy 3m — 2 = [%n — 2] poréwnan.

Gdy n = 2m + 1, algorytm najpierw znajduje minimum i maksimum w zbiorze S\ {af, 21} Zbior
ten ma 2m elementéw, a wiec liczba wykonanych poréwnan wynosi 3m — 2. Ostatnia instrukcja wy-
maga dwoch porownan, co w sumie daje 3m pordéwnan. Jak tatwo sprawdzi¢ 3m = 3(n — 1)/2 =

[B(n—1)/2—1/2] = [3n—2]. |

Inne podejscie polega na zastosowaniu strategii Dziel i Zwyciezaj: zbiér S dzielimy na dwie czedci,
w kazdej czedci znajdujemy minimum i maksimum, jako wynik dajemy mniejsze z miniméw i wieksze
z maksiméw. Ponizsza, niestaranna implementacja tego pomystu nie osiagga jednak liczby poréwnan
algorytmu MinMax1 i powinna stanowié¢ ostrzezenie przed niefrasobliwym implementowaniem nie-
dopracowanych algorytméw. Poprawienie tej implementacji pozostawiamy jako zadanie na ¢wiczenia.

Procedure MinMaz2(S)
if |S|=1 then return (ai,a:)
else
if |S|=2 then return (max(ai,a2), min(a,a2))
else
podziel S na dwa réwnoliczne (z doktadnoscia do jednego elementu) podzbiory S1,.S2
(mazl,minl) + MinMaz2(S1)
(maz2, min2) < MinMaxz2(S2)
return (max(mazl, maz2), min(minl, min2))




