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IIUWr. II rok informatyki. Przygotowaª: Krzysztof Lory±

1 De�ni
ja

De�ni
ja 1 Nie
h T b�dzie drzewem binarnym o wysoko±
i d, którego wierz
hoªki zawieraj¡ klu
ze z

liniowo uporz¡dkowanego zbioru. Drzewo T nazywamy kop
em i� T speªnia nast�puj¡
e warunki:

(1) Struktura drzewa

� wszystkie jego li±
ie znajduj¡ si� na gª�boko±
i d lub d− 1;

� wszystkie li±
ie z poziomu d− 1 le»¡ na prawo od wszystki
h wierz
hoªków wewn�trzny
h z

tego poziomu;

� poªo»ony najbardziej na prawo wierz
hoªek wewn�trzny z poziomu d− 1 jest jedynym wierz-


hoªkiem wewn�trznym w T , który mo»e mie¢ jednego syna (
o implikuje, »e pozostaªe

wierz
hoªki wewn�trzne maj¡ po dwó
h synów);

(2) Uporz¡dkowanie

� klu
z w ka»dym wierz
hoªku wewn�trznym jest nie mniejszy od klu
zy w jego potomka
h.

Warunki okre±laj¡
e struktur� kop
a mog¡ si� wyda¢ nie
o skomplikowane. W rze
zywisto±
i mó-

wi¡ one, »e dobr¡ struktur� maj¡ drzewa binarne powstaªe przez dopisywanie do po
z¡tkowo pustego

drzewa wierz
hoªków do kolejny
h poziomów drzewa, zapeªniaj¡
 ka»dy poziom od lewej strony do

prawej strony.

2 Implementa
ja kop
ów

Kop
e w bardzo efektywny sposób mog¡ by¢ pami�tane w tabli
a
h. Do pami�tania kop
a n-
elementowego u»ywamy n-elementowej tabli
y K:

• korze« kop
a pami�tany jest w K[1],

• lewy syn korzenia pami�tany jest w K[2], prawy syn korzenia - w K[3], itd ... .

Uogólniaj¡
: wierz
hoªki z poziomu k-tego pami�tane s¡ kolejno od lewej do prawej w K[2k],K[2k +
1], . . . ,K[2k+1 − 1].

Fakt 1 Oj
ie
 wierz
hoªka pami�tanego w K[i] znajduje si� w K[i div 2] za± jego dzie
i (o ile istniej¡)

w K[2i] i K[2i+ 1].

2.1 Wa»niejsze pro
edury

2.1.1 Pro
edury przywra
aj¡
e tabli
y K wªasno±
i kop
a

Zmiana klu
za w wierz
hoªku kop
a mo»e spowodowa¢ zaburzenie wªasno±
i (2). Je±li nowy klu
z

jest wi�kszy od starego, nale»y sprawdzi¢, 
zy nie jest on wi�kszy tak»e od klu
za znajduj¡
ego si� w

oj
u. Je±li tak jest, mo»emy zamieni¢ miejs
ami te klu
ze i sprawdzi¢ 
zy zaburzenie nie przeniosªo

si� poziom wy»ej. Je±li nowy klu
z jest mniejszy od starego, to mo»emy zamieni¢ go z wi�kszym z

klu
zy znajduj¡
y
h w jego syna
h, a nast�pnie sprawdzi¢ 
zy zaburzenie mnie przeniosªo si� na ni»szy

poziom.
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pro
edure zmie«-element(K[1..n], i, u)
x← K[i]
K[i]← u

if u < x then przesu«-ni»ej (K, i)
else przesu«-wy»ej (K, i)

pro
edure przesu«-ni»ej (K[1..n], i)
k ← i

repeat

j ← k

if 2j ≤ n and K[2j] > K[k] then k ← 2j
if 2j < n and K[2j + 1] > K[k] then k ← 2j + 1
K[j]↔ K[k]

until j = k

pro
edure przesu«-wy»ej (K[1..n], i)
k ← i

repeat

j ← k

if j > 1 and K[j div 2] < K[k] then k← j div 2
K[j]↔ K[k]

until j = k

2.1.2 Pro
edura buduj¡
a kopie


Kopie
 mo»na budowa¢ na wiele sposobów. Mo»na np. za
z¡¢ od tabli
y jednoelementowej, a nast�p-

nie dodawa¢ na jej konie
 po jednym elemen
ie, za ka»dym razem u»ywaj¡
 pro
edury przesu«-wy»ej

do przywró
enia wªasno±
i (2). Ten sposób realizuje poni»sza pro
edura.

pro
edure wolna− budowa− kopca(K[1..n])
for i← 2 to n przesu«-wy»ej(K, i)

ªatwo sprawdzi¢, »e ta pro
edura mo»e wymaga¢ 
zasu n logn, a wi�
 takiego samego jak sortowanie

np. metod¡ mergesort, daj¡
 jednak zna
znie mniej uporz¡dkowan¡ struktur�.

Inna metoda polega na budowaniu kop
a od doªu. Startujemy od kop
ów 1-elementowy
h. Nast�pnie

u»ywamy ty
h kop
ów oraz nowy
h elementów do utworzenia kop
ów 3-elementowy
h: nowy element

umiesz
zamy w korzeniu takiego kop
a, a jego synami 
zynimy korzenie kop
ów 1-elementowy
h;

nast�pnie u»ywamy pro
edury przesu«-ni»ej do przywró
enia wªasno±
i (2). W analogi
zny sposób,

dla dowolnego k, tworzymy z dwó
h kop
ów (2k − 1)-elementowy
h i jednego nowego elementu kopie


(2k+1 − 1)-elementowy.

pro
edure buduj − kopiec(K[1..n])
for i← (n div 2) downto 1 przesu«-ni»ej (K, i)

Twierdzenie 1 Pro
edura buduj − kopiec tworzy kopie
 w 
zasie O(n).
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3 Zastosowania kop
ów

3.1 Heapsort - sortowanie przy u»y
iu kop
a

pro
edure heapsort(K[1..n])
buduj − kopiec(K)
for i← n step −1 to 2 do

K[1]↔ K[i]
przesu«-ni»ej (K[1..i− 1], 1)

return K

Twierdzenie 2 Algorytm heapsort dziaªa w 
zasie O(n log n).

3.1.1 Przyspieszenie heapsortu

Po usuni�
iu maksimum na sz
zy
ie kop
a powstaje dziura, w któr¡ heapsort wstawia element z doªu

kop
a. Element taki jest, z du»ym prawdopodobie«stwem, maªy i zostanie przez pro
edur� przesu«-

ni»ej zsuni�ty z powrotem nisko. Przesuwaj¡
 go o jeden poziom w dóª przesu«-ni»ej wykonuje dwa

porównania. Tak wi�
 z du»ym prawdopodobie«stwem potrzeba b�dzie 2·wysoko±¢ kop
a porówna«

na przywró
enie wªasno±
i kop
a.

Mo»na post�powa¢ nie
o osz
z�dniej. Otó» mo»na najpierw przesun¡¢ dziur� na dóª kop
a, na-

st�pnie wstawi¢ w ni¡ ostatni element kop
a i u»ywaj¡
 pro
edury przesu«-wy»ej znale¹¢ dla niego

odpowiednie miejs
e w kop
u. Osz
z�dno±¢ wynika z tego, »e na przesuni�
ie dziury o jedno miejs
e

w dóª potrzeba tylko jednego porównania oraz z tego, »e w ±rednim przypadku przesu«-wy»ej b�dzie

przesuwa¢ element o nie wi�
ej ni» 2 poziomy w gór�.

3.2 Kolejka priorytetowa

Kolejka priorytetowa jest struktur¡ dany
h przezna
zon¡ do pami�tania zbioru S (elementów z jakiego±

uporz¡dkowanego uniwersum) i wykonywania opera
ji wstawiania elementów do S oraz znajdowania

i usuwania najwi�kszego elementu z S.

Wprost idealnie do implementa
ji kolejek priorytetowy
h nadaj¡ si� kop
e.

3.2.1 Pro
edury realizuj¡
e opera
je kolejki priorytetowej

fun
tion find−max(K[1..n])
return K[1]

pro
edure delete−max(K[1..n])
K[1]← K[n]
przesu«-ni»ej (K[1..n− 1], 1)

pro
edure insert − node(K[1..n], v)
K[n + 1]← v

przesu«-wy»ej (K[1..n+ 1], n + 1)

3.3 Podwójna kolejka priorytetowa

Podwójna kolejka priorytetowa umo»liwia wykonywanie opera
ji znajdowania i usuwania zarówno

maksymalnego jak i minimalnego elementu.
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Prosta implementa
ja takiej kolejki mogªaby polega¢ na wykorzystaniu dwó
h kop
ów: jeden z

ni
h byªby uporz¡dkowany malej¡
o, a drugi - rosn¡
o. Ka»dy element kolejki umiesz
zany byªby w

obydwu kop
a
h. Na u»ytek opera
ji deletemin i deletemax nale»aªoby powi¡za¢ ze sob¡ elementy

kop
ów pami�taj¡
e ten sam element kolejki. Zasadni
zym mankamentem takiego rozwi¡zania jest

nieosz
z�dno±¢ pami�
i. Poni»ej przedstawiamy rozwi¡zanie wolne od tej wady.

Idea rozwi¡zania:

1. Wykorzystujemy dwa kop
e: L i H.

2. W kop
u H pami�tamy ⌈n/2⌉ elementów, a w kop
u L - ⌊n/2⌋ elementów (n ozna
za li
zb�

elementów kolejki).

3. Kopie
 L uporz¡dkowany jest malej¡
o, a H - rosn¡
o.

4. Na uporz¡dkowanie z poprzedniego punktu nakªadamy dodatkowy warunek. Otó» w kop
a
h

H i L w naturalny sposób zde�niowane s¡ ±
ie»ki biegn¡
e od korzenia kop
a L do korzenia

kop
a H (patrz Rysunek 1). Ch
emy, by na ka»dej takiej ±
ie»
e klu
ze byªy uporz¡dkowane

niemalej¡
o.

L


H


Rysunek 1: Dwie przykªadowe ±
ie»ki ª¡
z¡
e korzenie kop
ów.

3.3.1 Implementa
ja opera
ji insert(x)

Je±li kolejka zawiera parzyst¡ li
zb� elementów, x wstawiamy do kop
a H. W prze
iwnym razie x wsta-

wiamy do kop
a L. Wstawienia dokonujemy w zwykªy sposób, tj. wstawiaj¡
 element do pierwszego

wolnego li±
ia. Teraz jednak, zanim u»yjemy pro
edury przesu«-wy»ej, musimy sprawdzi¢, w któr¡

stron� nale»y przesun¡¢ wstawiony element: 
zy w stron� korzenia kop
a H , 
zy te» w stron� korzenia

kop
a L. Zaªó»my, »e x zostaª wstawiony do H (przypadek wstawienia do L jest symetry
zny) . Nie
h

y b�dzie poprzednikiem x-a ze ±
ie»ki prowadz¡
ej do korzenia L (o
zywi±
ie y jest li±
iem kop
a L).
Porównujemy x i y. Je±li x < y, przestawiamy te elementy a nast�pnie pro
edur¡ przesu«-wy»ej

przesuwamy x w odpowiednie miejs
e w kierunku korzenia L. Zauwa»my, »e przesuni�
ie y-ka z kop
a

L do H nie zaburzyªo porz¡dku w tym kop
u. Je±li x ≥ y, u»ywamy pro
edury przesu«-wy»ej do

ewentualnego naprawienia porz¡dku w kop
u H .

3.3.2 Implementa
ja opera
ji deletemin

Usuwamy element z korzenia kop
a L. W jego miejs
e wstawiamy y - ostatni element kop
a L (je±li

przed opera
j¡ kop
e L i H byªy równoli
zne) albo ostatni element kop
a H (je±li przed opera
j¡ L
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zawieraª o jeden element mniej ni» H). Nast�pnie pro
edur¡ przesu«-ni»ej przywra
amy porz¡dek w

kop
u L. Je±li pro
edura przesu«-ni»ej przesun�ªa y na sam dóª kop
a L, wów
zas porównujemy y
z odpowiednim (znajduj¡
ym si� na tej samej pozy
ji) elementem kop
a H . Je±li y jest od niego

wi�kszy, zamieniamy te elementy miejs
ami, a nast�pnie pro
edur¡ przesu«-wy»ej przesuwamy y na

odpowiednie miejs
e kop
a H .

3.3.3 Implementa
ja opera
ji deletemax

Analogi
znie do opera
ji deletemin.

3.3.4 Uwagi ko«
owe

W literaturze mo»na znale¹¢ wiele implementa
ji kolejek podwójny
h oparty
h na strukturze kop
ów.

Implementa
ja podana przez nas oparta jest na symetry
zny
h kop
a
h minimaksowy
h przedstawio-

ny
h w [1℄. Inne metody mo»na znale¹¢ np. w [2℄, [3℄ i [4℄.

Literatura

[1℄ A. Arvind, C. Pandu Rangan, Symmetri
 Min-Max heap: A simpler data stru
ture for double-

ended priority queue, Inform. Pro
ess. Lett., 69(1999), 197-199.

[2℄ M.D. Atkinson, J.-R. Sa
k, T. Strothotte, Min-Max heaps and generalized priority queues,

Comm.ACM, 29(1986), 996-1000.

[3℄ S. Carlsson, The Deap - a double-ended heap to implement double-ended priority queues, Inform.

Pro
ess. Lett., 26(1987), 33-36.

[4℄ S.C. Chang, M.W. Du, Diamond deque: A simple data stru
ture for priority deques, Inform.

Pro
ess. Lett., 46(1993), 231-237.

5


