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1 Definicja

Definicja 1 Niech T bedzie drzewem binarnym o wysokosci d, ktérego wierzchotki zawierajg klucze z
liniowo uporzgdkowanego zbioru. Drzewo T nazywamy kopcem iff T spetnia nastepujgce warunki:

(1) Struktura drzewa

— wszystkie jego liscie znajdujg sie na gtebokosci d lub d — 1;

— wszystkie liscie z poziomu d — 1 lezg na prawo od wszystkich wierzchotkéw wewnetrznych z
tego poziomu;

— potozony najbardziej na prawo wierzchotek wewnetrzny z poziomu d— 1 jest jedynym wierz-
chotkiem wewnetrznym w T, ktéry moze mieé jednego syna (co implikuje, Ze pozostate
wierzchotki wewnetrzne majg po dwdch synéw);

(2) Uporzgdkowanie
— klucz w kazdym wierzchotku wewnetrznym jest nie mniejszy od kluczy w jego potomkach.

Warunki okreslajace strukture kopca moga sie wydaé nieco skomplikowane. W rzeczywistosci mo-
wig one, ze dobrg strukture maja drzewa binarne powstale przez dopisywanie do poczatkowo pustego
drzewa wierzchotkéw do kolejnych pozioméw drzewa, zapelniajac kazdy poziom od lewej strony do
prawej strony.

2 Implementacja kopcow

Kopce w bardzo efektywny sposob moga by¢ pamietane w tablicach. Do pamietania kopca n-
elementowego uzywamy n-elementowej tablicy K:

e korzen kopca pamietany jest w K[1],
e lewy syn korzenia pamietany jest w K|[2], prawy syn korzenia - w K[3], itd ... .
Uogolniajac: wierzchotki z poziomu k-tego pamietane sa kolejno od lewej do prawej w K[2F], K[2F +

1,..., K2k —1].

Fakt 1 Ojciec wierzchotka pamietanego w K[i] znajduje sie w K[i div 2] za$ jego dzieci (o ile istniejq)
w K[24] i K[2i+ 1].

2.1 Wazniejsze procedury
2.1.1 Procedury przywracajace tablicy K wlasnosci kopca

Zmiana klucza w wierzchotku kopca moze spowodowac¢ zaburzenie wtasnosci (2). Jesli nowy klucz
jest wiekszy od starego, nalezy sprawdzié, czy nie jest on wiekszy takze od klucza znajdujacego sie w
ojcu. Jedli tak jest, mozemy zamieni¢ miejscami te klucze i sprawdzié¢ czy zaburzenie nie przeniosto
sie poziom wyzej. Jesli nowy klucz jest mniejszy od starego, to mozemy zamieni¢ go z wiekszym z
kluczy znajdujacych w jego synach, a nastepnie sprawdzi¢ czy zaburzenie mnie przeniosto sie na nizszy
poziom.



procedure zmieri-element(K[1..n], i, u)
z +— Kli]
if u <z then przesun-nizej (K, 1)
else przesun-wyzej (K, 1)

procedure przesuni-nizej (K[1..n],1)

k<

repeat
j<k
if 2 <n and K[2j] > K[k] then k < 2j
if 2j <n and K[2j+ 1] > K[k] then k <+ 2j+1
K[j] © K[k]

until j =k

procedure przesuni-wyzej (K[1..n],1)
k<1
repeat
j<+k
if j >1 and K[j div 2] < K[k] then k « j div 2
K[j] & KK
until j =k

2.1.2 Procedura budujaca kopiec

Kopiec mozna budowaé na wiele sposobéw. Mozna np. zaczaé od tablicy jednoelementowej, a nastep-
nie dodawac na jej koniec po jednym elemencie, za kazdym razem uzywajac procedury przesuri-wyzej
do przywrécenia wlasnosci (2). Ten sposob realizuje ponizsza procedura.

procedure wolna — budowa — kopca(K[1..n])
for i < 2 to n przesun-wyzej(K, i)

tatwo sprawdzi¢, ze ta procedura moze wymagacé czasu nlogn, a wiec takiego samego jak sortowanie
np. metoda mergesort, dajac jednak znacznie mniej uporzadkowang strukture.

Inna metoda polega na budowaniu kopca od dotu. Startujemy od kopcéw 1-elementowych. Nastepnie
uzywamy tych kopcoéw oraz nowych elementéw do utworzenia kopcow 3-elementowych: nowy element
umieszczamy w korzeniu takiego kopca, a jego synami czynimy korzenie kopcow 1-elementowych;
nastepnie uzywamy procedury przesun-nizej do przywrocenia wlasnosci (2). W analogiczny sposob,
dla dowolnego k, tworzymy z dwoch kopcow (2% — 1)-elementowych i jednego nowego elementu kopiec
(2%+1 — 1)-elementowy.

procedure buduj — kopiec(KJ[1..n])
for i < (n div 2) downto 1 przesurn-nizej (K,1)

Twierdzenie 1 Procedura buduj — kopiec tworzy kopiec w czasie O(n).



3 Zastosowania kopcow

3.1 HEAPSORT - sortowanie przy uzyciu kopca

procedure heapsort(K[1..n])
buduj — kopiec(K)
for i < n step —1 to 2 do
KJ[1] < KJi]
przesuri-nizej (K[1..i —1],1)
return K

Twierdzenie 2 Algorytm heapsort dziata w czasie O(nlogn).

3.1.1 Przyspieszenie heapsortu

Po usunieciu maksimum na szczycie kopca powstaje dziura, w ktoéra heapsort wstawia element z dotu
kopca. Element taki jest, z duzym prawdopodobieristwem, maly i zostanie przez procedure przesun-
nizej zsuniety z powrotem nisko. Przesuwajac go o jeden poziom w dot przesuri-nizej wykonuje dwa
poréwnania. Tak wiec z duzym prawdopodobieristwem potrzeba bedzie 2-wysoko§é kopca pordéwnan
na przywrocenie wlasnosci kopca.

Mozna postepowaé nieco oszczedniej. Ot6z mozna najpierw przesunaé dziure na doét kopca, na-
stepnie wstawi¢ w nig ostatni element kopca i uzywajac procedury przesun-wyzej znalezé dla niego
odpowiednie miejsce w kopcu. Oszczedno$é wynika z tego, ze na przesuniecie dziury o jedno miejsce
w dot potrzeba tylko jednego poréwnania oraz z tego, ze w $rednim przypadku przesun-wyzej bedzie
przesuwaé element o nie wiecej niz 2 poziomy w gore.

3.2 Kolejka priorytetowa

Kolejka priorytetowa jest struktura danych przeznaczona do pamietania zbioru S (elementow z jakiegos
uporzadkowanego uniwersum) i wykonywania operacji wstawiania elementéw do S oraz znajdowania
i usuwania najwiekszego elementu z S.

Wprost idealnie do implementacji kolejek priorytetowych nadaja sie kopce.

3.2.1 Procedury realizujace operacje kolejki priorytetowej

function find — maz(K][1..n])
return K|[1]

procedure delete — max(K|[1..n])
K[1] < K[n]
przesun-nizej (K[l.n —1],1)

procedure insert — node(K|[1..n], v)
Kn+1] < v
przesuri-wyzej (K[l.n+1],n+1)

3.3 Podwojna kolejka priorytetowa

Podwojna kolejka priorytetowa umozliwia wykonywanie operacji znajdowania i usuwania zaréwno
maksymalnego jak i minimalnego elementu.



Prosta implementacja takiej kolejki mogtaby polega¢ na wykorzystaniu dwoch kopcoéw: jeden z
nich bylby uporzadkowany malejaco, a drugi - rosnaco. Kazdy element kolejki umieszczany bytby w
obydwu kopcach. Na uzytek operacji deletemin i deletemaz nalezaloby powiazaé ze soba elementy
kopcow pamietajace ten sam element kolejki. Zasadniczym mankamentem takiego rozwigzania jest
nieoszczedno$¢ pamieci. Ponizej przedstawiamy rozwigzanie wolne od tej wady.

Idea rozwiazania:
1. Wykorzystujemy dwa kopce: Li H.

2. W kopcu H pamietamy [n/2] elementéw, a w kopcu L - [n/2] elementéw (n oznacza liczbe
elementow kolejki).

3. Kopiec L uporzadkowany jest malejaco, a H - rosnaco.

4. Na uporzadkowanie z poprzedniego punktu naktadamy dodatkowy warunek. Ot6z w kopcach
H i L w naturalny sposob zdefiniowane sa §ciezki biegnace od korzenia kopca L do korzenia
kopca H (patrz Rysunek 1). Chcemy, by na kazdej takiej Sciezce klucze byly uporzadkowane
niemalejaco.

L

Rysunek 1: Dwie przyktadowe Sciezki taczqce korzenie kopcow.

3.3.1 Implementacja operacji insert(z)

Jesli kolejka zawiera parzysta liczbe elementow, x wstawiamy do kopca H. W przeciwnym razie x wsta-
wiamy do kopca L. Wstawienia dokonujemy w zwykly sposoéb, tj. wstawiajac element do pierwszego
wolnego lidcia. Teraz jednak, zanim uzyjemy procedury przesun-wyzej, musimy sprawdzi¢, w ktora
strone nalezy przesuna¢ wstawiony element: czy w strone korzenia kopca H, czy tez w strone korzenia
kopca L. Zalézmy, ze x zostal wstawiony do H (przypadek wstawienia do L jest symetryczny) . Niech
y bedzie poprzednikiem z-a ze $ciezki prowadzacej do korzenia L (oczywiscie y jest lisciem kopca L).
Poréwnujemy x i y. Jedli x < y, przestawiamy te elementy a nastepnie procedura przesun-wyzej
przesuwamy = w odpowiednie miejsce w kierunku korzenia L. Zauwazmy, ze przesuniecie y-ka z kopca
L do H nie zaburzylo porzadku w tym kopcu. Jesdli x > y, uzywamy procedury przesun-wyzej do
ewentualnego naprawienia porzadku w kopcu H.

3.3.2 Implementacja operacji deletemin

Usuwamy element z korzenia kopca L. W jego miejsce wstawiamy y - ostatni element kopca L (jesli
przed operacja kopce L i H byly rownoliczne) albo ostatni element kopca H (jesli przed operacja L



zawieral o jeden element mniej niz H). Nastepnie procedurg przesun-nizej przywracamy porzadek w
kopcu L. Jesli procedura przesurni-nizej przesuneta y na sam doét kopca L, wowczas poréwnujemy y
z odpowiednim (znajdujacym sie na tej samej pozycji) elementem kopca H. Jesli y jest od niego
wiekszy, zamieniamy te elementy miejscami, a nastepnie procedura przesun-wyzej przesuwamy y na
odpowiednie miejsce kopca H.

3.3.3 Implementacja operacji deletemax

Analogicznie do operacji deletemin.

3.3.4 Uwagi kornicowe

W literaturze mozna znalez¢ wiele implementacji kolejek podwdjnych opartych na strukturze kopcow.
Implementacja podana przez nas oparta jest na symetrycznych kopcach minimaksowych przedstawio-
nych w [1]. Inne metody mozna znalez¢ np. w [2], [3] i [4].
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