RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1R
LISTA ZADAN NR 2

1. Niech AUBUC = Q, P(B) = 2P(A), P(C) = 3P(A), (AN B) = P(ANC) = P(B N C). Pokaz, ze
1/6 <P(A) < 1/4, przy czym oba ograniczenia sa osiagalne.

2. Rzucamy symetryczna moneta do chwili otrzymania orla. Zdefiniuj odpowiednia przestrzen proba-
bilistyczna. Jaka jest szansa, ze liczba rzutéw bedzie parzysta? podzielna przez 3? podzielna przez m?

3. 10 malzenistw usiadlo losowo przy okragtym stole. Oblicz prawdopodobieristwo, ze zaden maz nie
siedzi przy swojej zonie.

4. (Kolekcjoner kuponéw) W sprzedazy sa kupony N réznych typéw. Wylosowanie kazdego z nich
jest jednakowo prawdopodobne. Oblicz prawdopodobieristwo, ze kolekcjoner po zakupie n kuponéw
(n > N) posiada ich komplet.

5. Na odcinku [0, 1] umieszczono losowo punkty L i M. Obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze:

a) Srodek odcinka LM nalezy do [0,1/3];
b) z L jest blizej do M niz do zera.

6. Z przedziatu [0, 1] wybrano losowo dwa punkty, ktore podzielity go na trzy odcinki. Obliczy¢ praw-
dopodobieristwo, ze z tych odcinkéw mozna skonstruowac tréjkat.

7. Na nieskoriczona szachownice o boku a rzuca sie monete o $rednicy 2r < a. Znalez¢ prawdopodo-
bienistwo, ze

a) moneta znajdzie si¢ catkowicie we wnetrzu jednego z pdl;

b) moneta przetnie sie z co najwyzej jednym bokiem szachownicy.

8. Igle o dtugosci ! rzucono na podloge z desek o szerokosci a > I. Znajdz prawdopodobienistwo, ze igta
przetnie krawedz deski.

9. Z przedziatu [0, 1] wybrano losowo liczbe . Znalez¢ prawdopodobienstwo, Ze jest to liczba: wy-
mierna, niewymierna, algebraiczna, przestepna.

10*. Niech A4, ..., Agp21 € F beda zbiorami o wlasnosci P[4;] > 1/2. Wykaz, Ze istnieje w € (2 taka, ze
w € A; dla przynajmniej 1011 wartosci 4.

11*. Niech (£, F) bedzie przestrzenia mierzalna. Uzasadnij, ze o-cialo F nie moze by¢ nieskoriczona
przeliczalna rodzina zbioréw.

12*. Oznaczmy przez B cialo sktadajace sie ze skoriczonych sum roztacznych przedzialéw (a, b] zawar-
tych w odcinku (0, 1]. Okreslmy na B, funkcje P taka, ze P(A) = 1 lub 0 w zaleznosci od tego, czy
zbiér A zawiera przedziat postaci (1/2,1/2 + €] dla pewnego € > 0, czy tez nie. Pokaz, ze P jest miara
addytywna, ale nie przeliczalnie addytywna.

13*. Na rodzinie wszystkich podzbioréw N okre§lamy miare probabilistyczna P,, wzorem
1<m<n,me A}

P,(4) = 17 -

Méwimy, ze zbiér A ma gestosc

jezeli istnieje powyzsza granica. Niech D oznacza rodzine zbioréw posiadajacych gestos¢.
a) Pokaz, ze D jest skoriczenie addytywna na D, ale nie jest przeliczalnie addytywna.

b) Czy D jest o-ciatem?



c) Wykaz, ze jezeli x € [0, 1], to istnieje zbior A taki, ze D(A) = z.

14*. Niech 2 bedzie przestrzenia przeliczalnych ciagéw 0-1, tj. 2 = {0, 1}". Dla w € Q2 oznaczmy przez
wy, warto$¢ n-tej skladowej. Dla ustalonego ciagu u = (ug, ..., u,) € {0,1}" niech

Co={w: wi=u;i=1,...,n}.
Zbiér C,, nazywamy cylindrem rzedu n. Kazdemu takiemu zbiorowi przypisujemy miare probabili-

styczna P réwna 27". Oznaczmy przez F ciato skladajace sie ze zbioru pustego oraz skoriczonych sum
roztacznych cylindréw. W naturalny sposéb definiujemy P na F.

a) Pokaz, ze miara IP jest przeliczalnie addytywna na Fy.
b) Utozsamiajac 2 z przedziatem (0,1] poréwnaj miare P z miara Lebesgue’a.

15*. Niech 2 = R i niech F sklada sie ze wszystkich podzbioréw A C R takich, ze jeden ze zbioréw A
lub A€ jest przeliczalny. Ponadto zdefiniujmy

P[4] = {

Pokaz, ze (2, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna.

0, jezeli Ajest przeliczalny
1, jezeli A€ jest przeliczalny.



