Programowanie Funkcyjne 2020

Lista zadan nr 5 dla grup mabi, mbu, ppo i efes

Na zajecia 3 i 4 listopada 2020

Zadanie 1 (3p). Rozwazmy nastepujaca reprezentacje drzew binarnych z etykietami w wierzchotkach
wewnetrznych:

type ’a btree = Leaf | Node of ’a btree * ’a * ’a btree

Powiemy ze drzewo jest zbalansowane, jesli w kazdym jego wierzchotku t liczby wierzchotkéw w lewym
i prawym poddrzewie t réznig sie co najwyzej o 1.
1. Zaimplementuj efektywna procedure sprawdzajaca czy dane drzewo jest zbalansowane.
2. Zaimplementuj procedure, ktéra dla danej listy etykiet xs zbuduje zbalansowane drzewo t, takie ze
xs jest lista etykiet t w porzadku preorder.

Zadanie 2 (5p). Kiedy wykonujemy modyfikacje struktury danych, czesto chcemy wykonaé zmiany nie-
daleko siebie. W przypadku trwatych struktur danych powoduje to narzut zwigzany z odtwarzaniem catej
struktury danych po kazdej zmianie. Mozemy ten narzut istotnie zmniejszy¢é wprowadzajac dodatkowa
strukture danych, ktéra pozwoli nam reprezentowaé miejsca w poczatkowej strukturze i oddzieli¢ nawigacje
od jej modyfikacji — a w konsekwencji unikngé narzutu zwigzanego z kazdorazowym odbudowywaniem
struktury.
1. Zdefiniuj typ danych >a place reprezentujacy miejsca na liscie.
2. Zdefiniuj funkcje findNth : ’a list -> int -> ’a place i collapse : ’a place -> ’a
list, odpowiednio znajdujaca n-te miejsce na danej liScie i zapominajaca informacje o miejscu
(tj. odbudowujaca poczatkowa strukture danych).
3. Zdefiniuj funkcje add : ’a -> ’a place -> ’a placeidel : ’a place -> ’a place, odpo-
wiednio dodajaca i usuwajaca element w miejscu listy reprezentowanym przez argument. Obie funkcje
powinny dziata¢ w czasie statym i spetniaé ponizsze réwnosci:

collapse (add 5 (findNth [1; 2; 3; 4] 2)) = [1; 2; 5; 3; 4]
collapse (del (findNth [1; 2; 3; 4] 2)) = [1; 2; 4]
del (add x p) = p

dla dowolnych x : ’aip : ’a place

4. Zdefiniuj funkcje stuzace do nawigacji, next i prev, obie typu ’a place -> ’a place, przechodzace
odpowiednio do nastepnego i poprzedniego miejsca na liscie, i dziatajace w czasie statym.

5. Listy nie s3 jedynymi strukturami danych dla ktérych mozemy rozwazaé miejsca pozwalajace na
modyfikacje i drobnoziarnista nawigacje: zaproponuj typ ’a btplace pozwalajacy reprezentowaé
miejsca w drzewach binarnych z poprzedniego zadania. Nie musisz implementowaé funkcji modyfikacji
czy nawigacji, ale dobrze zastanowi¢ sie nad odpowiednim interfejsem.

Zadanie 3 (1p). W tym oraz nastepnych zadaniach zajmiemy sie fragmentem logiki intuicjonistycznej,
w ktérym formuty sktadaja sie tylko ze zmiennych zdaniowych (p,q,r,...), binarnego spdjnika implikacji
(=) oraz 0-arnego spéjnika fatszu ().} Poprawnymi formutami sa na przykfad:

p p—q p—=1)—=1 p—=q—=r)= (=9 —>p—r
Wypisujac formuty przyjmujemy, ze implikacja wigze w prawo, wiec ta ostatnia formuta w istocie oznacza

p—=(@—=7)—=((p—=q9—{@—>71).

1Rozszerzenie tego rachunku do petnej logiki intuicjonistycznej, z koniunkcja, dysjunkcja i stata prawdy nie wprowadza
istotnych utrudnien — ale dodaje troche kodu do napisania. Jesli masz ochote, rozszerz logike o dodatkowe konstrukcje!




Na stronie przedmiotu znajduje sie szablon rozwigzania. W plikach logic.mli oraz logic.ml uzupetnij
definicje typu formula o zaproponowang przez siebie reprezentacja formut w rozwazanej logice.

Wskazéwka: Zauwaz, ze formuty to nic innego, jak drzewa binarne, ktére maja dwa rodzaje lisci

Zadanie 4 (2p). Uzupetnij definicje funkcji string_of _formula znajdujaca sie w pliku logic.ml.
Funkcja powinna przeksztatca¢ formute w napis czytelny dla cztowieka, uzywajacy jak najmniejszej
liczby nawiaséw. Funkcja ta jest prywatna dla modutu Logic i stuzy jedynie zaimplementowaniu funkgji
pp_print_formula, ktdérg mozna zarejestrowa w interpreterze, jako sposéb wyswietlania formut:

utop # #install_printer Logic.pp_print_formula ;;
utop # let f = {zalezne od Twojej reprezentacji formut} ;;
val f : Logic.formula = (p =+ 1) = p — q

Uwaga: Jesli jeste$ odwazny, mozesz rozwigzad trudniejszy wariant tego zadania, polegajacy na bezposrednim zaimplementowaniu
funkcji pp_print_formula. W tym celu zapoznaj sie z modutem Format z biblioteki standardowej. Za rozwigzanie ktére tadnie

formatuje bardzo duze formuty, mozna dostaé¢ dodatkowe punkty!

Zadanie 5 (3p). Wprowadzimy teraz formalny system dowodzenia do naszej logiki. Bedzie to wariant
systemu naturalnej dedukgji, znanego Wam z kursu logiki. Osadem nazwiemy pare I' F ¢, taka ze T jest
skofczonym zbiorem formut (zwanym zatozeniami), a ¢ jest formufa (zwana teza albo konsekwencja). Znak
F petni tu tylko role przecinka. Dowody sg drzewami, zbudowanymi z nastepujacych regut wnioskowania.
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Innymi stowy, dowody to drzewa, ktérych wszystkie wierzchotki sa etykietowane osadami i spetniaja jeden
z warunkéw:
e wierzchotek nie ma dzieci i jest etykietowany osadem {¢} I ¢, dla pewnej formuty ;
e wierzchotek ma tylko jedno dziecko, etykietowane osagdem I' - ¢, za§ samo jest etykietowane osadem
P\ {¢}E oY — ¢;
e wierzchotek ma dwdjke dzieci, ktérych etykiety maja postaé odpowiednio I' - ¢ — 1 oraz A+ ¢
(dla pewnych T, A, ¢ oraz 1), za$ sam wierzchotek ma etykiete ' U A F 9;

e wierzchotek ma etykiete I' - ¢ oraz tylko jedno dziecko o etykiecie I' - L.

Osad ma dowdd, jesli istnieje poprawne drzewo dowodu, ktérego korzen jest etykietowany tym osadem.
Osady majace dowdd nazywamy twierdzeniami.

Zaproponuj typ danych reprezentujacy twierdzenia w rozwazanej logice i uzupetnij jego definicje w pliku
logic.ml. Nie wpisuj jej w pliku logic.mli! Wtedy na zewnatrz modutu Logic bedzie mozna konstruowad
dowody tylko za pomoca funkcji dostarczonych przez ten modut — typ twierdzen stanie sie abstrakcyjny.
Przypomnij sobie pojecie abstrakcji danych i zastanéw sie jak zapewnié, ze nie da sie skonstruowaé
niepoprawnego dowodu. Czy reprezentacja twierdzen powinna zawieraé informacje o dowodzie?

Dodatkowo zaimplementuj funkcje assumptions oraz consequence zwracajace odpowiednio zatozenia
i teze twierdzenia. Pozwola one na zarejestrowanie funkcji drukujacej twierdzenia w interpreterze.

(AX)

utop # #install_printer Logic.pp_print_theorem ;;

Zadanie 6 (4p). Zaimplementuj funkcje by_assumption, imp_i, imp_e oraz bot_e z modutu Logic
odpowiadajace regutom wnioskowania. Ich doktadna specyfikacje znajdziesz w pliku logic.mli

Zadanie 7 (2p). Korzystajac z modutu Logic zbuduj dowody nastepujacych twierdzen:

o Fp—p,

e bp—q—p
eb(p—=qg—or)=(p—=q >p—r,
e -1 —p.



