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1 Wst
↪
ep

Funkcje trygonometryczne maj ↪a szerokie zastosowania w matematyce, informatyce, inżynierii,
architekturze, produkcji muzyki i wielu innych dziedzinach. Nietrudno zatem doj́sć do wniosku,
że ich efektywne i dok ladne obliczanie jest problemem bardzo ważnym w kontekście tych
zagadnień.

W niniejszym sprawozdaniu przyjrzymy si ↪e dwóm opracowanym przez nas metodom
obliczania wybranych funkcji trygonometrycznych używaj ↪ac jednie najprostszych operacji
arytmetycznych (+,−, ∗, /, ale też przesuni ↪ecia bitowe), ze szczególnym naciskiem na dok ladne
obliczanie funkcji sin oraz cos, również w dziedzinie liczb zespolonych.

Proponowane przez nas metody maj ↪a docelowo dawać poprawne obliczenia dla podwójnej
precyzji obliczeń, jednakże testy numeryczne przeprowadzamy używaj ↪ac zmiennych typu
BigFloat w j ↪ezyku Julia (w którym implementowalísmy nasze rozwi ↪azania). Typ ten oferuje
dowoln ↪a dok ladność obliczeń. Wyniki naszych funkcji porównujemy z funkcjami bibliotecznymi
j ↪ezyka i zak ladamy, że daj ↪a one dok ladne wyniki.

2 Algorytm CORDIC

2.1 Opis algorytmu

Pierwsz ↪a proponowan ↪a przez nas metod ↪a obliczania funkcji sin oraz cos jest Algorytm COR-
DIC (COordinate Rotation DIgital Computer). Algorytm ten zosta l stworzony z myśl ↪a o
komputerach o niskiej mocy obliczeniowej, ale również o możliwości ”w lożenia” algorytmu w
hardware (tj. pozwala tworzyć ma lo skomplikowane uk lady bramek logicznych, które obliczaj ↪a
funkcje trygonometryczne). Jak si ↪e przekonamy, proces iteracyjny algorytmu korzysta jedynie
z dodawania, odejmowania, przesuni ↪eć bitowych i wartości obliczonych podczas preprocessingu
oraz nie wykorzystuje liczb zmiennoprzecinkowych.

Zacznijmy od wprowadzenia zarysu dzia lania algorytmu. Zapomnijmy na razie o analizie
numerycznej i przenieśmy si ↪e do świata algebry liniowej. Wyobraźmy sobie, że mamy wydajny
system który obliczy wektor (xr, yr) jako wynik obrotu danego wektora (x0, y0) o dany k ↪at θ
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wokó l środka uk ladu wspó lrz ↪ednych:

xr = x0 cos θ − y0 sin θ (1)

yr = x0 sin θ + y0 cos θ (2)

Jeśli za (x0, y0) weźmiemy punkt (1, 0), to po obrocie dostaniemy:

xr = cos θ

yr = sin θ

Zatem używaj ↪ac obrotu umiemy policzyć wartości funkcji cos oraz sin.
Zapiszmy równania (1), (2) w formie macierzowej:[

xr
yr

]
=

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

] [
x0
y0

]
= cos θ

[
1 − tan θ

tan θ 1

] [
x0
y0

]
(3)

Powyższa równość pokazuje, że do obliczenia naszego wektora wynikowego (przy za loże-
niu, że znamy wartości tan θ oraz cos θ) wystarcz ↪a jedynie 4 mnożenia i kilka dodawań lub
odejmowań. Chcielibyśmy pozbyć si ↪e tych mnożeń. Skorzystamy tutaj z dwóch obserwacji:

• Każdy k ↪at θ ∈ [0◦, 90◦] możemy zapisać jako sum ↪e wcześniej ustalonych, mniejszych
(co do modu lu) k ↪atów θi, i ∈ {0, ..., n}:

θ =
n∑
i=0

σiθi, σi ∈ {−1, 1} (4)

Dla przyk ladu, k ↪at 57.353◦ jest sum ↪a k ↪atów 45◦, 26.565◦,−14.03◦ (dobór tych k ↪atów jest
nieprzypadkowy, o czym si ↪e zaraz przekonamy). Jeśli θ nie należy do zadanego przez
nas przedzia lu, to możemy ten k ↪at zmienić korzystaj ↪ac ze wzorów redukcyjnych (o tym
wi ↪ecej w §3).

• Jeśli nasze k ↪aty θi b ↪ed ↪a dobrane tak, że tan θi = 2−i, to mnożenie przez tan θi jest
niczym innym jak przesuni ↪eciem bitowym (w liczbach ca lkowitych). Dodatkowo okazuje
si ↪e, że dowolny k ↪at nie wi ↪ekszy niż 90◦ da si ↪e przybliżyć sum ↪a tak dobranych k ↪atów
θi, wi ↪ec da si ↪e tymi k ↪atami osi ↪agn ↪ać cel za lożony w pierwszym punkcie. Dodatkowo im
wi ↪ecej takich k ↪atów wybierzemy, tym dok ladniejsze b ↪edzie to przybliżenie.

Pozosta ly nam jeszcze mnożenia przez czynnik cos θ (który nazwiemy przyrostem). Jeżeli
to zignorujemy, to otrzymana rotacja b ↪edzie faktycznie obróceniem wektora o k ↪at θ, ale z
dodatkowym przeskalowaniem wektora.

Przyjrzyjmy si ↪e jak dok ladnie b ↪edzie wygl ↪adać nasz przyrost, jeśli zastosujemy zapropono-
wane przez nas punkty do obliczania obrotu. Powiedzmy, że chcemy obrócić wej́sciowy wektor
o k ↪at 57.353◦ = 45◦ + 26.565◦ − 14.03◦. Wartości funkcji tan tych k ↪atów s ↪a odwrotnościami
pot ↪eg dwójki, zatem te k ↪aty spe lniaj ↪a nasze za lożenie. Pierwsza rotacja o 45◦ daje:[

x1
y1

]
= cos 45◦

[
1 −1
1 1

] [
x0
y0

]
(5)
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Druga rotacja daje: [
x2
y2

]
= cos 26.565◦

[
1 −2−1

2−1 1

] [
x1
y1

]
(6)

Trzecia rotacja: [
x3
y3

]
= cos(−14.03◦)

[
1 2−2

−2−2 1

] [
x2
y2

]
(7)

 L ↪acz ↪ac te równania razem dostajemy:[
x3
y3

]
= cos 45◦ cos 26.565◦ cos(−14.03◦)

[
1 −1
1 1

] [
1 −2−1

2−1 1

] [
1 2−2

−2−2 1

] [
x0
y0

]
(8)

Zauważmy, że dzi ↪eki parzystości funkcji cos znak poszczególnych k ↪atów nie ma znaczenia
dla wartości przyrostu. Z tego snujemy wniosek, że przy ustalonej liczbie iteracji przyrost nie
zależy od wyboru k ↪ata θ. Możemy go zatem policzyć i wzi ↪ać go pod uwag ↪e dopiero na koniec
obliczeń.

P = cos 45◦ · cos 26.565◦ · cos 14.03◦ · . . . ≈ 0.6072 (9)

W takim razie, pomijaj ↪ac przyrost P otrzymujemy nast ↪epuj ↪acy proces iteracyjny algorytmu
CORDIC:

xi+1 = xi − σi2−iyi (10)

yi+1 = yi + σi2
−iyi (11)

Pozostaje jedynie problem znajdowania znaków σi przy k ↪atach θi. Okazuje si ↪e jednak, że
możemy to robić w bardzo prosty sposób. Niech z0 = θ, σ0 = 1. W każdym kroku iteracyjnym
znak σi+1 dobieramy w nast ↪epuj ↪acy sposób – niech zi b ↪edzie równe θ −

∑i−1
k=0 σkθk (czyli zi

mówi jaki jeszcze nam zosta l k ↪at do obrócenia, potencjalnie obrócilísmy już za dużo, wtedy
zi < 0). Wtedy σi+1 = sgn(zi). Mamy też zi+1 = zi−σiθi = zi−σi arctan 2i. B l ↪ad przybliżenia
po n iteracjach możemy wtedy  latwo policzyć ze wzoru

θerror = zn=θ−∑n
i=0 σiθi

(12)

Zbieraj ↪ac wszystko razem, proces iteracyjny algorytmu CORDIC wygl ↪ada nast ↪epuj ↪aco:

xi+1 = xi − σi2−iyi

yi+1 = yi + σi2
−iyi

zi+1 = zi − σi arctan 2−1

K ↪aty θi = arctan 2−1 możemy policzyć w preprocessingu i używać jako sta lych. Wtedy
rezultatem naszych obliczeń b ↪edzie cos θ ≈ P · xn oraz sin θ ≈ P · yn. Dodatkowo, gdybyśmy
przyj ↪eli x0 = 1/P , to pozbylibyśmy si ↪e nawet tego ostatniego mnożenia.
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Warto jeszcze zauważyć, że

1

cos(arctan 2−i)
=

√
1 +

1

22i

Możemy ten fakt wykorzystać do dok ladniejszego obliczania wartości P .
Musimy jeszcze zauważyć, że algorytm dzia la jedynie dla k ↪atów θ spe lniaj ↪acych

|θ| ≤
n∑
i=0

θi ≈ 99.88◦

Zatem dla k ↪atów wi ↪ekszych niż 90◦ musimy skorzystać ze wzorów redukcyjnych, co dok lada
pewnego b l ↪edu do naszego wyniku oraz powoduje konieczność wykonania kilku dodatkowych
dzieleń i mnożeń.

2.2 Niespe lniona obietnica

We wst ↪epie powiedzielísmy, że algorytm b ↪edzie korzysta l z dodawań, odejmowań i przesuni ↪eć
bitowych, a do tego używa l liczb ca lkowitych. Dzi ↪eki naszemu ustaleniu, że arctan θi = 2−i,
wszystkie mnożenia podczas iteracji naszego algorytmu to mnożenia przez pot ↪egi dwójki. Jak
możemy to wykorzystać?

Ustalmy M := 2K dla pewnego K (potem je wybierzemy). Teraz każd ↪a spreprocessowan ↪a
przez nas wartość T (czyli T jest k ↪atem θi lub przyrostem P ) przyjmiemy T := round(M · T ).
Chc ↪ac policzyć wartości funkcji trygonometrycznych dla k ↪ata θ, uruchomimy nas proces
iteracyjny dla x0 = round(M/P ), y0 = 0, z0 = round(M · θ). Zauważmy, że dzi ↪eki temu prze-
skalowalísmy wszystkie obliczane przez nas wartości o sta l ↪a M i zaokr ↪aglilísmy je po to, by móc
pracować na liczbach ca lkowitych. To pozawala na wykorzystanie przesuni ↪eć bitowych pod-
czas mnożenia przez pot ↪egi dwójki, dzi ↪eki czemu znacznie zwi ↪ekszylísmy wydajność naszego
algorytmu. Wtedy, po n iteracjach naszego procesu mamy cos θ ≈ xn/M oraz sin θ ≈ yn/M
(już w arytmetyce zmiennoprzecinkowej).

Zosta lo nam ustalić wartość K. Na pewno chcielibyśmy, aby K by lo nie wi ↪eksze niż
d lugość mantysy. Ponadto algorytm ma być dostosowany do ma lo wydajnych maszyn, dlatego
w naszych analizach pracujemy przy użyciu Int32, zatem nie chcemy żeby 2K ·T przekroczy lo
zakres Int32. Jednakże k ↪aty θi oraz wartość P s ↪a niewielkie, zatem K = 30 b ↪edzie odpowiedni ↪a
wartości ↪a.

3 Wzór Taylora

3.1 Opis metody

Zanim przejdziemy do opisu tej metody, przypomnijmy sobie pewn ↪a tożsamość trygonome-
tryczn ↪a:

sin z = sin(x+ yi) = sin x cosh(y) + i cosx sinh(y) (13)

Korzystaj ↪ac z tej tożsamości pozbywamy si ↪e konieczności pracowania z liczbami zespolonymi
i możemy operować jedynie w zbiorze liczb rzeczywistych.
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W tej metodzie wykorzystamy znany analityczny wzór zwany wzorem Taylora. Korzystaj ↪ac
z niego możemy wyprowadzić rozwini ↪ecia funkcji trygonometrycznych:

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .

sinhx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+
x7

7!
+ . . .

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . .

coshx = 1 +
x2

2!
+
x4

4!
+
x6

6!
+ . . .

Obliczanie rozwini ↪eć poszczególnych funkcji jest proste i wyabstrahowalísmy je do jednej,
generycznej funkcji TalyorSeries:

Data: x, parity, changeSign, M
Result: Obliczenie szeregu Taylora odpowiedniej funkcji trygonometrycznej w

punkcie x dla jego pierwszych M niezerowych wyrazów
result := 0;
elem := 1;
if parity = 1 then

elem := x;
end
i := parity + 1;
while i ≤ 2M + parity do

result := result + elem;
elem := elem * changeSign * x * x / (i * (i + 1));
i := i + 2;

end

Algorytm oblicza sum ↪e
∑M

n=0 σn
xn

n!
, gdzie σi ∈ {−1, 0, 1}. Wartość σn zależy od wartości

parametrów podanych w funkcji: gdzy parity jest równe 0, wtedy mamy σ2k+1 = 0, a gdy
parity jest równe 0 mamy σ2k = 0. Odpowiada to odpowiednio szeregom cosx, coshx oraz
sinx, sinhx. Od parametru changeSign zależy czy chcemy, aby kolejne niezerowe wyrazy
obliczanego szeregu zmienia ly znak (zmieniamy znak, gdy chcemy obliczać zwyk le funkcje
trygonometryczne oraz nie zmieniamy gdy obliczamy funkcje hiperboliczne).

To daje prost ↪a możliwość obliczania poż ↪adanych przez nas funkcji:

sinx = TaylorSeries(x, 1,−1,M)

sinhx = TaylorSeries(x, 1, 1,M)

cosx = TaylorSeries(x, 0,−1,M)

coshx = TaylorSeries(x, 0, 1,M)

5



Zauważmy, że wzór Taylora nadaje si ↪e do przybliżania funkcji trygonometrycznych jedynie
dla argumentów bliskich 0. Na szcz ↪eście możemy sobie z tym poradzić korzystaj ↪ac ze znanych
tożsamości trygonometrycznych oraz okresowości funkcji sin i cos. Naszym celem przed oblicz-
niem funkcji TaylorSeries b ↪edzie sprowadzenie argumentu do przedzia lu [0, π/4], w którym
wzór Taylora bardzo dobrze przybliża wartości funkcji trygonometrycznych. Oto tabela która
przedstawia jak radzimy sobie z argumentami spoza tego przedzia lu:

Wzory redukcyjne
Warunek na x sinx cosx
x < 0 − sin(−x) cos(−x)
x ≥ 2π sin(x mod 2π) cos(x mod 2π)
x > π − sin(x− π) − cos(x− π)
x > π/2 cos(x− π/2) − sin(x− π/2)
x > π/4 cos(π/2− x) sin(π/2− x)

Tabela 2: b l ↪edy przy obliczaniu funkcji sin(x).

Dla funkcji hiperbolicznych sposób jest prostszy: korzystamy z dwóch w lasności:

sinhx = 2 sinh(x/2) cosh(x/2)

coshx = cosh2(x/2) + sinh2(x/2)

Można by przypuszczać, że dla dużych x b l ↪ad obliczania tych funkcji b ↪edzie duży. Jednakże
okazuje si ↪e, że funkcje te bardzo szybko rosn ↪a i już dla x = 1000 wartości obu tych funkcji
nie mieszcz ↪a si ↪e w zakresie Float64, zatem tak naprawd ↪e wykonamy maksymalnie 15 takich
redukcji, co generuje dopuszczalnie ma ly b l ↪ad.

4 Analiza b l
↪
edu

4.1 Wyniki testów

Dok ladność naszych metod porównywalísmy z funkcjami bibliotecznymi w j ↪ezyku Julia, które
domyślnie obs luguj ↪a obliczanie wartości funkcji trygonometrycznych dla liczb zespolonych.
Zak ladmy o tych funkcjach bibliotecznych, że daj ↪a poprawny wynik.

Przeprowadzilísmy testy dok ladności metody opartej na wzorze Taylora dla liczb rzeczy-
wistych oraz dla liczb zespolonych oraz testy dla metody Taylora, w której nie używalísmy
wzorów redukcyjnych, lecz rozwijalísmy wzór dopóki wystarczaj ↪aco dobrze nie przybliża l
wartości funkcji dla danego argumentu. Testy dla algorytmu CORDIC przeprowadzilísmy
wy l ↪acznie dla liczb rzeczywistych.

Dla każdej metody przeprowadzilísmy trzy rodzaje testów, w każdym z nich losowalísmy
108 liczb z różnych przedzia lów. Ze wzgl ↪edu na podobieństwo funkcji sin i cos oraz z faktu,
że cz ↪esto wzory redukcyjne powoduj ↪a faktycznie obliczanie innej funkcji trygonometrycznej,
testy przeprowadzilísmy wy l ↪acznie dla funkcji sin. Przedzia ly i wyniki testów przedstawione
s ↪a w poniższej tabeli:
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algorytm przedzia l argumentu średni b l ↪ad wz. max b l ↪ad wz. średni b l ↪ad bezwz. max b l ↪ad bezwz.

Taylor dla R
x : dowolny Float64 1, 887 · 10−15 3, 167 · 10−8 1, 179 · 10−16 8, 882 · 10−16

−2π ≤ x ≤ 2π 1, 472 · 10−15 1.184 · 10−8 9, 766 · 10−17 5, 551 · 10−16

0 ≤ x ≤ 1 8, 694 · 10−17 6, 661 · 10−16 4, 293 · 10−17 4, 441 · 10−16

Taylor dla C
−100 ≤ |x| ≤ 100 4, 932 · 10−15 1, 311 · 10−13 1, 689 · 1026 5, 898 · 1029

−2π ≤ |x| ≤ 2π 4, 338 · 10−16 1, 487 · 10−11 1, 364 · 10−14 8, 710 · 10−13

0 ≤ |x| ≤ 1 1, 597 · 10−16 1, 099 · 10−15 1, 124 · 10−16 1, 111 · 10−15

Taylor dla C
bez wzorów
redukcyjnych

−100 ≤ |x| ≤ 100 4, 77 · 1023 4, 488 · 1026 7, 759 · 1040 2, 208 · 1044

−2π ≤ |x| ≤ 2π 6, 333 · 10−1 1, 000 2, 344 · 10 2, 677 · 102

0 ≤ |x| ≤ 1 1, 589 · 10−16 1, 291 · 10−15 1, 118 · 10−16 1, 116 · 10−15

Cordic dla R
x : dowolny Float64 3, 100 · 10−8 4, 575 · 10−1 2, 459 · 10−9 5, 529 · 10−3

−2π ≤ x ≤ 2π 2, 770 · 10−8 1, 183 · 10−1 2, 532 · 10−9 6, 042 · 10−4

0 ≤ x ≤ 1 4, 176 · 10−8 9, 182 · 10−2 2, 614 · 10−9 5, 261 · 10−4

Tabela 2: b l ↪edy przy obliczaniu funkcji sin(x).

4.2 Wnioski

Jak widać dla wszystkich testów, zaproponowane przez nas metody sprawdzaj ↪a si ↪e bardzo
dobrze dla ma lych argumentów. Algorytm CORDIC wypada dużo gorzej od metody korzy-
staj ↪acej ze wzoru Taylora, lecz nie jest to dla nas nic zaskakuj ↪acego – metoda ta tworzy
kompromis mi ↪edzy wydajności ↪a, a dok ladności ↪a obliczeń. Dla obu metod widać, że proble-
mem jest zmiana argumentu na ma ly, gdyż to generuje najwi ↪ekszy b l ↪ad. W obu przypadkach
najgorszy b l ↪ad wzgl ↪edny generowa ly argumenty, które s ↪a duże i zbliżone do wielokrotności
π, co wynika z konieczności odejmowania, z którego korzysta dzia lanie mod oraz wzory
redukcyjne, co prowadzi do utraty cyfr znacz ↪acych.

Dużym problemem w obliczaniu wartości funkcji trygonometrycznych w dziedzinie liczb
zespolonych jest konieczność używa funkcji hiperbolicznych, które rosn ↪a w tempie wyk ladni-
czym. Jeśli spojrzymy na wzór (13) to zauważmy, że bardzo prawdopodobne jest, że b ↪edziemy
mnożyć zbliżon ↪a do 0 wartość funkcji sin oraz cos z potencjalnie bardzo dużymi wartościami
funkcji cosh i sinh.

Mimo to jesteśmy zadowoleni z rezultatów dla losowych testów – jak widać, średni b l ↪ad
wzgl ↪edny jest rz ↪edu dok ladności liczb o precyzji podwójnej w przypadku metody Taylora
oraz rz ↪edu pojedynczej precyzji dla algorytmu CORDIC (co wynika z użycia Int32 podczas
procesu iteracyjnego).
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