Cwiczenia z ANALIZY NUMERYCZNEJ (M)

Blok 3: lista M 12
14 stycznia 2021 r.

M12.1. | 2 punkty | Obliczyé¢ catke podwdjna
I= // sin? ysin® (1 + 22 + y2)*1/2dxdy ~ 0.13202,
D

gdzie
D={(z,y):a? + 9> <1} U{(2,y) : 0 <o < 3,Jy| < 0.5},

Rysunek 1. Zbiér D.

Wskazowka. Zapisaé catke I w sposob iterowany, tj.

I= /3 sin?(z)p(z)dz,

-1

gdzie p(z) = fcﬁz) ¥ (z,y)dy. Obie calki mozna obliczaé np. za pomoca metoy Romebrga.
Mi2.2. Wyprowadzi¢ wzér na jednopunktowa kwadrature liniowa, ktora jest dokladna dla wszystkich
funkcji statych i liniowych.

Mi2.3. Zmnalezé, o ile to mozliwe, takie wezly xg,x1 1 wspolczynniki Ay, Ay, zeby dla kazdego wielomianu

1
f stopnia < 3 zachodzita réwnos¢ / (14 2%) f(x)dz = Agf(xo) + ALf(1).
0

M12.4. |1 punkt | Udowodnié, ze spoéréd wszystkich wielomianéw stopnia n-tego postaci
wp(z) = 2™ + 12"V an_0x" 2+ ..+ ao,

najmniejsza wartosé catki

daje n-ty standardowy wielomian ortogonalny w sensie normy $redniokwadratowej z funkcja wagowa p(z).

M12.5. | 3 punkty | Rozwazy¢ lot kuli wystrzelonej z armaty. Niech (z(t), y(t)) oznacza potozenie kuli w chwili ¢ (ogra-
g
niczamy sie do plaszczyzny). Z kolei, niech (u(t),v(t)) oznacza wektor predkosci kuli w chwili ¢. Oczywiscie
mamy ' (t) = u(t) oraz y'(t) = v(t).

Rozwazy¢ wystrzal z katem ¢ = 60° oraz przyjaé¢ nastepujace warunki poczatkowe:

r0=0, yo=0, wug=100cos¢p, vy = 100sin ¢.



Z zasad dynamiki Newtona (przyjmujemy spore uproszenia dotyczace srodowiska uktadu, w ktérym wyko-

nywane jest dos$wiadczenie) otrzymujemy réwnania
u'(t) = —z(t)u(t), V() =—g—z(t)v(t),

gdzie z(t) = ry/u?(t) + v2(t) jest wielkoScia oporu powietrza, a stala g ~ 9.81 ozancza wielko$¢ grawitacji.
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Rysunek 2. Przykladowe trajektorie lotu kuli armatniej.

Rozwazyé¢ aproksymacje rozwiazania powyzyszego zagadnienia poczatkowego w punktach ¢, = nh, gdzie h
jest wielkoscia kroku (np. 0.01).

— Wyprowadzi¢ wzory dla @,41, Yn+t1, Un+1, Unt1, jakie daje jawna metoda Eulera.

— Zaprogramowaé metode Eulera i narysowac kilka przykladowych trajektorii lotu kuli przy réznych

wartosciach parametru k charaketryzujacego wielko$¢ oporu powietrza.

Mi2.6. ’ 1 pkt, Wlacz komputer | Zaprogramowaé¢ w jezyku Julia metode RK2 lub RK4 w sposéb wektorowy. Roz-

wigzaé zagadnienie poczatkowe z poprzedniego zadania za pomoca tej metody.

Mi2.7. Rozwazy¢ problem

y(t)=My) (>0), y(0)=1,

gdzie A < 0. Wyprowadzié¢ wzér na kolejne przyblizenia y,, =~ y(t,) (t, = hn) uzyskiwane w jawnej i niejawnej

metodzie Fulera. Sprawdzi¢ czy v, — 0.

M1i2.8. Rozwazy¢ problem z zadania M12 Wyprowadzi¢ wzor na kolejne przyblizenia y, uzyskiwane
w metodzie Cranka-Nicolsona, tj. metodzie trapezow:

h
Up+1 = Unp + §(fn + fn+1)~

9. punkt | Rozwazy¢ problem z zadania yprowadzi¢ wzor na kolejne przyblizenia y, uzyskiwane
Mi12.9. |1 kt | R 7y ¢ bl dania M12{7 W, dzié ¢ kolej blizeni ki

w metodzie Heuna, okreslonej nastepujacym wzorem:

h
Upt1 = Un + 5 [fn + f(tn+1aun + hfn)] .
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