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1. Wstep

Funkcje trygonometryczne maja szerokie zastosowania w matematyce, informatyce, inzynierii, architek-
turze, produkcji muzyki i wielu innych dziedzinach. Nietrudno zatem dojs¢ do wniosku, ze ich efektywne
i doktadne obliczanie jest problemem bardzo waznym w kontekscie tych zagadnien.

W niniejszym sprawozdaniu przyjrzymy sie dwém opracowanym przez nas metodom obliczania wybra-
nych funkcji trygonometrycznych uzywajac jednie najprostszych operacji arytmetycznych (+, —, *, /, ale
tez przesuniecia bitowe), ze szczegblnym naciskiem na doktadne obliczanie funkeji sin oraz cos, réwniez w
dziedzinie liczb zespolonych.

Proponowane przez nas metody maja docelowo dawaé poprawne obliczenia dla podwdéjnej precyzji
obliczen, jednakze testy numeryczne przeprowadzamy uzywajac zmiennych typu BigFloat w jezyku Julia
(w ktérym implementowali$my nasze rozwiazania). Typ ten oferuje dowolna doktadno$é obliczen. Wyniki
naszych funkcji poréwnujemy z funkcjami bibliotecznymi jezyka i zakladamy, ze daja one doktadne wyniki.

2. Algorytm CORDIC

2.1. Opis algorytmu

Pierwsza proponowana przez nas metoda obliczania funkcji sin oraz cos jest Algorytm CORDIC
(COordinate Rotation DIgital Computer). Algorytm ten zostal stworzony z mysla o komputerach o niskiej
mocy obliczeniowej, ale réwniez o mozliwosci "wlozenia” algorytmu w hardware (tj. pozwala tworzy¢ mato
skomplikowane uklady bramek logicznych, ktére obliczaja funkcje trygonometryczne). Jak sie przekonamy,
proces iteracyjny algorytmu korzysta jedynie z dodawania, odejmowania, przesunie¢ bitowych i wartosci
obliczonych podczas preprocessingu oraz nie wykorzystuje liczb zmiennoprzecinkowych.

Zacznijmy od wprowadzenia zarysu dzialania algorytmu. Zapomnijmy na razie o analizie numerycznej
i przeniesmy sie do $wiata algebry liniowej. Wyobrazmy sobie, ze mamy wydajny system ktéry obliczy
wektor (2, y,) jako wynik obrotu danego wektora (zg, yo) o dany kat 6 wokét srodka uktadu wspdlrzednych:

Ty = xoCcos 0 — yosinb, (1)
Yr = Tosin b + yg cos 6. (2)

Jesli za (zg, yo) weZmiemy punkt (1,0), to po obrocie dostaniemy:

r, = cosf,

Y = Sin 6.

Zatem uzywajac obrotu umiemy policzy¢ wartosci funkcji cos oraz sin.
Zapiszmy réwnania (1), (2) w formie macierzowej:

Zp|  |cosf —sinf| [zo| 1 —tand| |xg
{yr} o [sin@ cos ] [yo] = cosd Lan@ 1 Yo |~ (3)
Powyzsza réwnos$¢ pokazuje, ze do obliczenia naszego wektora wynikowego (przy zalozeniu, ze znamy

wartosci tan @ oraz cosf) wystarcza jedynie 4 mnozenia i kilka dodawan lub odejmowan. Chcieliby$Smy
pozby¢ sie tych mnozen. Skorzystamy tutaj z dwéch obserwacji:
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— Kazdy kat 6 € [0°,90°] mozemy zapisa¢ jako sume wczesniej ustalonych, mniejszych (co do modutu)
katéw 6;,1 € {0, ...,n}:

0=> o0, o; € {-1,1}. (4)
=0

Dla przykltadu, kat 57.353° jest suma katéw 45°,26.565°, —14.03° (dobdr tych katéw jest nieprzypad-
kowy, o czym sie zaraz przekonamy). Jesli 6 nie nalezy do zadanego przez nas przedziatu, to mozemy
ten kat zmieni¢ korzystajac ze wzoréw redukcyjnych (o tym wiecej w §3).

— Jedli nasze katy 6; beda dobrane tak, ze tan#; = 277, to mnozenie przez tan6; jest niczym innym jak
przesunieciem bitowym (w liczbach calkowitych). Dodatkowo okazuje sie, ze dowolny kat nie wiekszy
niz 90° da sie przyblizy¢ suma tak dobranych katéw 6;, wiec da sie tymi katami osiagnaé cel zalozony
w pierwszym punkcie. Dodatkowo im wiecej takich katow wybierzemy, tym dokladniejsze bedzie to
przyblizenie.

Pozostaly nam jeszcze mnozenia przez czynnik cosd (ktéry nazwiemy przyrostem). Jezeli to zignoruje-
my, to otrzymana rotacja bedzie faktycznie obréceniem wektora o kat 6, ale z dodatkowym przeskalowaniem
wektora.

Przyjrzyjmy sie jak dokladnie bedzie wyglada¢ nasz przyrost, jesli zastosujemy zaproponowane przez
nas punkty do obliczania obrotu. Powiedzmy, ze chcemy obréci¢ wejsciowy wektor o kat 57.353° =
45° 4 26.565° — 14.03°. Wartosci funkcji tan tych katow sa odwrotnosciami poteg dwdjki, zatem te katy
spelniaja nasze zalozenie. Pierwsza rotacja o 45° daje:

o —eosast |} ] ). 5)

o ° 1 —2-1 &1
= 26.565 . 6
M o [21 1 ] [91] ©

Druga rotacja daje:

Trzecia rotacja:
| _os(—1a030) | L, 27| (7)
Y3 ' =272 1 | |y
Laczac te rownania razem dostajemy:
z3| o o o1 =111 —27¢ 1 272 [z
[yg} = c0s45° c0s 26.565° cos(—14.03°) [1 1} [21 1 92 1 | |yl (8)

Zauwazmy, ze dzieki parzystosci funkcji cos znak poszczegdlnych katéw nie ma znaczenia dla wartosci
przyrostu. Z tego snujemy wniosek, ze przy ustalonej liczbie iteracji przyrost nie zalezy od wyboru kata 6.
Mozemy go zatem policzy¢ i wzia¢ go pod uwage dopiero na koniec obliczen.

P = cos45° - c0s26.565° - cos 14.03° - ... & 0.6072. (9)

W takim razie, pomijajac przyrost P otrzymujemy nastepujacy proces iteracyjny algorytmu CORDIC:
Tiy1 =T — 027"y, (10)
Yir1 = Yi +0:27'y;. (11)

Pozostaje jedynie problem znajdowania znakéw o; przy katach 6;. Okazuje sie jednak, ze mozemy to
robi¢ w bardzo prosty sposéb. Niech zg = 0,09 = 1. W kazdym kroku iteracyjnym znak o;,1 dobieramy
. . . o i—1 . PR
w nastepujacy sposéb — niech z; bedzie réwne 6 — >, ~ 010 (czyli z; méwi jaki jeszcze nam zostal kat
do obrécenia, potencjalnie obréciliémy juz za duzo, wtedy z; < 0). Wtedy o;41 = sgn(z;). Mamy tez
Zit1 = zi — 040; = z; — 0; arctan 2°. Blad przyblizenia po n iteracjach mozemy wtedy latwo policzy¢ ze
wzoru

Ocrror = 20 =0 = _ 0if;. (12)
=0



Zbierajac wszystko razem, proces iteracyjny algorytmu CORDIC wyglada nastepujaco:

Tip1 =2 — 02 "y,
Yir1 = yi + 027y,

Zi+1 = z; — 0; arctan 2~ L

Katy 6; = arctan2~! mozemy policzyé w preprocessingu i uzywaé jako statych. Wtedy rezultatem
naszych obliczen bedzie cos@ ~ P - x,, oraz sinf ~ P - y,. Dodatkowo, gdyby$my przyjeli ©o = 1/P, to
pozbyliby$my sie nawet tego ostatniego mnozenia.

Warto jeszcze zauwazy¢, ze

1 1
cos(arctan 27%) * o

Mozemy ten fakt wykorzysta¢ do dokladniejszego obliczania wartosci P.
Musimy jeszcze zauwazy¢, ze algorytm dziala jedynie dla katéw 6 spetniajacych

n
0] < 0; ~99.88°.
i=0
Zatem dla katéw wigkszych niz 90° musimy skorzystaé¢ ze wzoréw redukcyjnych, co doklada pewnego
btedu do naszego wyniku oraz powoduje koniecznos¢ wykonania kilku dodatkowych dzielenn i mnozen.

2.2. Niespelniona obietnica

We wstepie powiedzieliSmy, ze algorytm bedzie korzystal z dodawan, odejmowan i przesunie¢ bitowych,
a do tego uzywal liczb calkowitych. Dzieki naszemu ustaleniu, ze arctanf; = 2%, wszystkie mnozenia
podczas iteracji naszego algorytmu to mnozenia przez potegi dwojki. Jak mozemy to wykorzystaé?

Ustalmy M := 2% dla pewnego K (potem je wybierzemy). Teraz kazda spreprocessowana przez nas
warto$é T (czyli T jest katem 6; lub przyrostem P) przyjmiemy T := round(M - T'). Chcac policzy¢
wartosci funkeji trygonometrycznych dla kata 6, uruchomimy nas proces iteracyjny dla zo = round(M/P),
yo = 0, 20 = round(M - 0). Zauwazmy, ze dzieki temu przeskalowaliSmy wszystkie obliczane przez nas
wartosci o stala M i zaokragliliSmy je po to, by moéc pracowaé na liczbach catkowitych. To pozawala
na wykorzystanie przesunie¢ bitowych podczas mnozenia przez potegi dwojki, dzieki czemu znacznie
zwiekszylismy wydajnos$é naszego algorytmu. Wtedy, po n iteracjach naszego procesu mamy cos 6 = x,, /M
oraz sin @ = y, /M (juz w arytmetyce zmiennoprzecinkowej).

Zostalo nam ustali¢ wartoé¢ K. Na pewno chcieliby$my, aby K bylo nie wieksze niz dlugo$é mantysy.
Ponadto algorytm ma by¢ dostosowany do malo wydajnych maszyn, dlatego w naszych analizach pracujemy
przy uzyciu Int32, zatem nie chcemy zeby 2% . T przekroczylo zakres Int32. Jednakze katy 6; oraz wartosé
P sa niewielkie, zatem K = 30 bedzie odpowiednia wartoscia,.

3. Wzor Taylora

3.1. Opis metody

Zanim przejdziemy do opisu tej metody, przypomnijmy sobie pewna tozsamo$¢ trygonometryczna:
sin z = sin(z 4 yi) = sin x cosh(y) + 7 cos 2 sinh(y). (13)
Korzystajac z tej tozsamosci pozbywamy sie koniecznosci pracowania z liczbami zespolonymi i mozemy
operowadl jedynie w zbiorze liczb rzeczywistych.
W tej metodzie wykorzystamy znany analityczny wzér zwany wzorem Taylora. Korzystajac z niego

mozemy wyprowadzi¢ rozwiniecia funkcji trygonometrycznych:
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x> 25 2T

sinx:x—a—i—ﬁ—ﬁ—&—...,
3 25 2T
smhx—x—i—g—l—y—&—?—&—
z?2 ozt af
cosle—m—&-z—a—&—...,
z?2 ozt ab
COth:1+§+I+ﬁ+““

Obliczanie rozwinie¢ poszczegdlnych funkcji jest proste i wyabstrahowaliSmy je do jednej, generycznej
funkcji TalyorSeries:

Data: x, parity, changeSign, M
Result: Obliczenie szeregu Taylora odpowiedniej funkcji trygonometrycznej w punkcie x dla jego
pierwszych M niezerowych wyrazéw

result := 0;

elem := 1;

if parity = 1 then
elem := x;

end

i:= parity + 1;

while ¢ < 2M + parity do
result := result + elem;
elem := elem * changeSign *
=1+ 2;

end

Fx/EF A+ 1)

Algorytm oblicza sume Z —00nmrs gdzw o; € {—1,0,1}. Warto$¢ o, zalezy od wartosci parametréw
podanych w funkcji: gdzy parity jest réwne 0, Wtedy mamy oor+1 = 0, a gdy parity jest réwne 0
mamy o9 = 0. Odpowiada to odpowiednio szeregom cos x, cosh z oraz sin x, sinh . Od parametru chan-
geSign zalezy czy chcemy, aby kolejne niezerowe wyrazy obliczanego szeregu zmienialy znak (zmieniamy
znak, gdy chcemy obliczaé¢ zwykle funkcje trygonometryczne oraz nie zmieniamy gdy obliczamy funkcje
hiperboliczne).

To daje prosta mozliwos¢ obliczania pozadanych przez nas funkcji:

M),

sinz = TaylorSeries(z,
sinhz = TaylorSeries(x 1 1 M)
(z,

cosx = TaylorSeries(x

M),

coshz = TaylorSeries(z, O7 1, M)

Zauwazmy, ze wzér Taylora nadaje sie do przyblizania funkcji trygonometrycznych jedynie dla argu-
mentéw bliskich 0. Na szczedcie mozemy sobie z tym poradzié¢ korzystajac ze znanych tozsamosci trygo-
nometrycznych oraz okresowosci funkeji sin i cos. Naszym celem przed obliczniem funkcji TaylorSeries
bedzie sprowadzenie argumentu do przedziatu [0, /4], w ktérym wzér Taylora bardzo dobrze przybliza
wartosci funkcji trygonometrycznych. Oto tabela ktéra przedstawia jak radzimy sobie z argumentami
spoza tego przedziatu:

Wzory redukcyjne
Warunek na z sinz cosx
<0 —sin(—x) cos(—x)
x> 2r sin(z mod 27) cos(z mod 27)
T >T —sin(xz — ) —cos(x — )
x>7/2 cos(x — 7/2) —sin(z — 7/2)
x>7/4 cos(m/2 — x) sin(7/2 — x)

Tabela 1. Wzory redukcyjne.




Dla funkcji hiperbolicznych sposéb jest prostszy: korzystamy z dwéch wlasnoéci:

sinh z = 2sinh(z/2) cosh(z/2),
cosh z = cosh?(z/2) + sinh?(/2).

Mozna by przypuszczaé, ze dla duzych = blad obliczania tych funkcji bedzie duzy. Jednakze okazuje sie,
ze funkcje te bardzo szybko rosna i juz dla x = 1000 wartosci obu tych funkcji nie mieszcza sie w zakresie

Float64, zatem tak naprawde wykonamy maksymalnie 15 takich redukeji, co generuje dopuszczalnie maly
btad.

4. Analiza bledu

4.1. Wyniki testow

Dokladnosé naszych metod poréwnywalismy z funkcjami bibliotecznymi w jezyku Julia, ktére do-
myslnie obstuguja obliczanie wartosci funkcji trygonometrycznych dla liczb zespolonych. Zakladmy o tych
funkcjach bibliotecznych, ze daja poprawny wynik.

Przeprowadziliémy testy dokladnosci metody opartej na wzorze Taylora dla liczb rzeczywistych oraz
dla liczb zespolonych oraz testy dla metody Taylora, w ktorej nie uzywaliSmy wzoréw redukcyjnych, lecz
rozwijaliSmy wzér dopdki wystarczajaco dobrze nie przyblizal wartosci funkcji dla danego argumentu.
Testy dla algorytmu CORDIC przeprowadziliSmy wylacznie dla liczb rzeczywistych.

Dla kazdej metody przeprowadziliémy trzy rodzaje testéw, w kazdym z nich losowali$my 108 liczb z
réznych przedzialéw. Ze wzgledu na podobieristwo funkcji sin i cos oraz z faktu, ze czesto wzory redukcyjne
powoduja faktycznie obliczanie innej funkcji trygonometrycznej, testy przeprowadziliémy wylacznie dla
funkcji sin. Przedzialy i wyniki testow przedstawione sa w ponizszej tabeli oraz na wykresach:

algorytm przedzial argumentu | $redni blad wz. | max blad wz. | $redni blad bezwz. | max blad bezwz.

z : dowolny Float64 1,887-10715 3,167-1078 1,179 - 1016 8,882.1016

Taylor dla R —or <z <2 1,472 -10715 1.184-10°8 9,766 - 10717 5,551 -10716

0<z<1 8,694 -10"17 | 6,661 1016 4,293 -10717 4,441 -10716

—100 < |z] < 100 4,932.1071° 1,311-10713 1,689 - 10%6 5,898 - 10%°

Taylor dla C -2 < |z| < 27 4,338-10716 | 1,487-10"!" 1,364 - 10714 8,710-10713

0< |z <1 1,597-10716 | 1,099 -101° 1,124 -10716 1,111-10715

Taylor dla C —100 < |z| < 100 4,77 -10%3 4,488 - 1026 7,759 - 1010 2,208 - 104
bez wzoréw —27 < |z| < 27 6,333-107! 1,000 2,344 - 10 2,677 - 102

redukeyjnych 0< |z <1 1,589-1016 | 1,291-107%5 |  1,118-1016 1,116- 1071
z : dowolny Float64 3,100 - 1078 4,575-107! 2,459 -107° 5,529 -1073

Cordic dla R —2n < x <27 2,770-1078 1,183 - 1071 2,532-107° 6,042 - 104
0<z<1 4,176 - 1078 9,182 - 1072 2,614 - 1079 5,261 - 10~*

Tabela 2. Bledy przy obliczaniu funkcji sin(x).
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Rysunek 1. Blad wzgledny algorytmu CORDIC dla wartosci funkcji sin
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Rysunek 2. Blad wzgledny metody Taylora dla wartosci funkeji sin

4.2. Wnioski

Jak wida¢ w tabeli [2, dla wszystkich testéw zaproponowane przez nas metody sprawdzaja sie bardzo
dobrze dla matych argumentéw. Algorytm CORDIC wypada duzo gorzej od metody korzystajacej ze wzoru
Taylora, lecz nie jest to dla nas nic zaskakujacego — metoda ta tworzy kompromis miedzy wydajnoscia,
a dokladnoscia obliczen. Dla obu metod widaé, ze problemem jest zmiana argumentu na maly, gdyz to
generuje najwiekszy blad. W obu przypadkach najgorszy blad wzgledny generowaly argumenty, ktére sa
duze i zblizone do wielokrotnosci m, co wynika z koniecznosci odejmowania, z ktorego korzysta wbudowana
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w Julia funkcja mod2pi oraz wzory redukcyjne. Prowadzi do utraty cyfr znaczacych, tym samym obnizajac
doktadnosé obliczen.

Duzym problemem w obliczaniu wartosci funkcji trygonometrycznych w dziedzinie liczb zespolonych
jest koniecznosé¢ uzywa funkcji hiperbolicznych, ktére rosna w tempie wyktadniczym. Jesli spojrzymy na
wzér (13) to zauwazmy, ze bardzo prawdopodobne jest, ze bedziemy mnozy¢ zblizona do 0 warto$é funkcji
sin oraz cos z potencjalnie bardzo duzymi wartosciami funkcji cosh i sinh.

Mimo to jestedmy zadowoleni z rezultatéw dla losowych testow — jak widac¢, sredni blad wzgledny
jest rzedu dokladnosci liczb o precyzji podwéjnej w przypadku metody Taylora oraz rzedu pojedynczej
precyzji dla algorytmu CORDIC (co wynika z uzycia Int32 podczas procesu iteracyjnego).
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