ANALIZA IIT - LISTA 1

1. Poda¢ przyblizong warto$¢ wykorystujac ptaszczyzne styczna:

(2) soiom (b) 1,0230! (c) log(¥/T,03 + 0,08%)
2. Pokaz, ze zbior {x € R" : x; > 0,i = 1,...,n} jest otwarty, ale nie jest domkniety.
Prosze zrobi¢ to nie tylko rysunkowo, lecz sprobowaé zapisaé.
3. Pokaz, ze zbior {x € R" : x; > 0,7 =1, ...,n} jest domkniety. Prosze zrobi¢ to nie
tylko rysunkowo, lecz sprobowaé zapisac.
4. Niech U = {(x,y) € R? : 22 —y? > 1,2 > 0}. Pokaz, ze U jest otwarty, ale nie jest
domkniety. Prosze sprobowaé zrobié¢ to nie tylko rysunkowo, lecz sprobowaé zapisac.
5. Niech D = {(z,y) € R? : 2> —y?> > 1,2 > 0}. Pokaz, ze D jest domknigty. Prosze
sprobowaé zrobi¢ to nie tylko rysunkowo, lecz sprobowaé zapisac.
6. Niech g : R" — R bedzie funkcja ciagla, a S = {z € R" : g(x) = 0}. Pokaz, ze S
jest domkniety.
7. Niech g : R™ — R bedzie funkcja ciagla, a S = {z € R" : g(x) = 0}. Podaj
przyktad tak zdefinowanego S, ktory jest zwarty i takiego, ktory nie jest zwarty.
**8. Pokaz, ze jesli zbior D C R™ jest domkniety i ograniczony, to z kazdego ciagu
Tm € D mozna wybraé¢ podciag zbiezny do pewnego x € D. Wsk. Zbieznosé w R"
to zbiezno$¢ po wspotrzednych.
**9. Korzystajac z poprzedniego zadania, pokaz, ze jesli zbior K C R” jest zwarty,a
f D — R jest ciagla, to jest ograniczona i przyjmuje kresy tzn. istnieja punkty
x1, T2 € K takie, ze

f(z1) = ggg{lf(y), f(zo) = r;lgf(y)-

10. Znalez¢ ekstrema warunkowe funkeji przy podanych ograniczeniach i okresli¢ czy
jest to minimum lub maksimum.

a r,Yy,z2)=x —y-+z, przy warunku x* +y° 4 z° =
y y ku 22 4+ 42 + 2% = 2
T =%+ rzy warunku z° + y*° =

(b) f(z,y) =2 +y, przy ku 2 +y° =1
11. Znalez¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniu i okresli¢ czy
jest to minimum lub maksimum.

2
flx,y,2) = 2® +y* + 2%, przy warunku i—z—i—Z—Q—i—i—z:l

12. Na elipsie %2 —|—% = 1 znalez¢ punkty najblizszy i najdalszy od prostej 3x+y—9 =
0
1
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13*. Znalez¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniach i okresli¢ czy
jest to minimum lub maksimum, ewentualnie lokalne minimum, lokalne maksimum.
flz,y) =2 +y°  przy warunku z +y =2

14*. Znalez¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniach i okresli¢
czy jest to minimum lub maksimum. f(z1,...,2,) = 2§ + ...+ 2F, przy warunku
T+ ..+x,=a>0,2;,>0

15*. Znalez¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniach i okresli¢ czy
jest to minimum lub maksimum, ewentualnie lokalne minimum, lokalne maksimum.

flz,y) =2z +y, przy warunku Z—; — Z—i =1

16. Znalez¢ najwieksza i najmniejszg warto$¢ podanych funkeji w kole jednostkowym,
tzn. w zbiorze {(z,y) : 2? +y> < 1}

flry) =2* +y* —z —y+1,

F(e.y) = a® + 4 + ay,

f(z,y) = vy — y*. (Dwa przyktady z trzech liczg si¢ jako cate zadanie)

17*. Pudelko w ksztalcie prostopadtoscianu otwarte od gory ma powierzchnie 16m?.
Zmalez¢ wymiary, przy ktorych objetosé jest najwieksza. Uzasadni¢ dlaczego to, co
wyjdzie z rachunkow daje najwieksza objetosé. W tym celu zastanowié sie jaki jest
zakres parametrow i co sie dzieje, gdy jeden z wymiaréw dazy do nieskonczonosci.

18. Poczta w USA wymaga, aby wymiary paczki byly takie, ze suma dlugosci,
podwojonej szerokosci i podwojonej wysokoéci nie przekraczata 108 cali. Jaka jest
objetosé najwiekszej objetosciowo paczki jaka poczta moze dostarczy¢? Uzasadnié¢
dlaczego to, co wyjdzie z rachunkéw daje najwicksza objetos¢. W tym celu zastanowic
sie jaki jest zakres parametrow.

19. Namiot bez podlogi, ma ksztalt cylindra ze stozkowym daszkiem. Jakie mu-
sza by¢ wymiary namiotu o ustalonej objetosci V', aby uzy¢ jak najmniej materiatu
na jego budowe. Uzasadni¢ dlaczego to, co wyjdzie z rachunkéw daje najmniejsza
powierzchnie. W tym celu zastanowi¢ sie jaki jest zakres parametrow.

20*. Niech n bedzie liczba naturalng catkowity. Znajdz n liczb, ktorych suma wynosi
8n, a suma kwadratow jest tak mala jak to mozliwe. Uzasadni¢ dlaczego to, co wyjdzie
z rachunkéw daje najwieksza objetosé. W tym celu zastanowi¢ sie jaki jest zakres
parametrow i co sie dzieje, gdy suma modutéow tych liczb dazy do nieskonczonosci.

21. Znalez¢ trzy liczby dodatnie o sumie 48 i najwiekszym mozliwym iloczynie.

22. Znalez¢ trzy dodatnie liczby dodatnie o iloczynie 48 i najmniejszej mozliwej
sumie. Dlaczego to, co nam wyjdzie z metody Lagrange’a daj najmniejszg, a nie
najwieksza mozliwg sume? Trzeba uzasadnié.

23. W trapezie rownoramiennym suma mniejszej podstawy i dwoch ramion wynosi
3r. Pokaz, ze trapez o najwiekszym polu ma podstawe réwna r raz kat pomiedzy
podstawa i ramieniem wynosi 27/3.
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24*. W kolo o promieniu r wpisa¢ prostokat o najwiekszej powierzchni. W kule o
promieniu r wpisaé prostopadtoscian o najwiekszej objetosci.

25. Znalez¢ wymiary puszki o najwiekszej objetosci przy ustalonej powierzchni cal-
kowitej. To samo dla puszki bez wieczka.

26. Znalez¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniu
f(x,y,2) =x+y+2, przy warunkach 22 —¢y> =1, 2x + 2z =1

27. Znalez¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanych ograniczeniach

(a) f(z,y,2,w) = 2w+ yz, przy warunkach 22 +¢y> =1, w? + 22 =1

(b) f(x,y,z,w) =y + x2%, przy warunkach 22 +y>+ 22 =1, 2 —y =0
28. Znalez¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniu

f(x,y,2z,w) = xyz, przy warunkach 2>+ 3> +22=1, 2 +y+2=0
29. Znalez¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym ograniczeniu

fz,y,z,w) = xvyz, przy warunkach zy+yz+2z2=8 z+y+2=>5
30. Znajdz minimum funkcji f(x,y,2) = wyz przy warunkach z? + y? + 2% = 4,
x—2y=0.
31. Niech P bedzie punktem powierzchni S w R? okreslonej rownaniem g(z,y, z) = 1,
gdzie g jest klasy C! i Vg jest niezerowy na S. Zalézmy, ze P jest punktem, w ktérym
odlegtosé od poczatku uktadu jest najwicksza. Pokazaé, ze wektor taczacy poczatek
uktadu z punktem P jest prostopadly do S czyli do TpS.

**32. Udowodnij nier6wnosé¢ Holdera

n n 1/p n 1/q
)
=1 =1 =1

gdzie p > 1, ;17+% =1, a;,xr; > 0. Wskazowka: ZnajdZ minimum prawej strony
nierdwnosci przy warunku Y . a;x; = A. Mozna zaczqé od n = 2.

**33. Udowodnij nier6wno$é¢ miedzy Srednig geometryczng, a arytmetyczna:

(xle.,_I‘n)l/ng xl+l’2+..,+xn’
n

gdzie z; > 0. Wskazowka: Znajdz maksimum funkcji f(zq,...,2,) =21+ T PT2Y
warunku Y . x; = A. Mozna zaczqé od n = 2.

34. Zmnajdz wartosci ekstremalne funkeji f(z) = >0,
-+ + a2 =1, gdzie macierz [a; ;] nie musi by¢ symetryczna.

ai jT;ix;, przy warunku z? +



