ANALIZA IIT - LISTA 2

1. Pokaza¢, ze z rownania 4xy? — 222° + 3y32? = 12 mozna obliczyé¢ z jako funkcje
od z,y w otoczeniu (0, 1,2). Obliczy¢ (0z/0x) i (0z/0y) w punkcie (0, 1).
2. Pokaza¢, ze z réwnania x32? — z3yz = 0 mozna obliczy¢ z jako funkcje od z,y w
otoczeniu (1,1, 1), ale nie w polblizu (0,0, 0). Obliczy¢ (0z/0x) i (0z/dy) w punkcie
(1,1).
3. Oblicz pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji uwiktanej z = z(z,y) (czyli
wyraz przez ., vy, z), gdy
(a) 22=2y (D)2 +9y*+22=22  (¢)cos(z+y+z2)+x+y+2=0.
Zastanow sie, gdzie to mozna rozwiktac.
4. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji y = y(x) zadanej rownaniem
(a) 22+ 9> +dy=ay+2z (b) 2> +y3 =122y (c) 2" +9° + 1222y =0
5. Sprawdzi¢ czy funkcja z(x,y) zadana niejawnie rownaniem z% + 2y* 4+ 2% — 2 — 6 +
xy = 0 ma ekstremum lokalne w punkcie (0, 0).
6. Pokaza¢, ze powierzchnia jest ogranicznona i znalez¢ ekstrema funkcji z(z,y)
zadanej niejawnie réwnaniem: 2 +y* + 22 — 2r + 2y — 42 — 10 =0
7. Pokaza¢, ze powierzchnia jest ogranicznona i znalezé ekstrema funkcji z(z,y)
zadanej niejawnie rownaniem: (2% + y? + 2%)? —a?(2? +y?* — 2?) =0
*8. Pokaza¢, ze powierzchnia jest ogranicznona i znalezé ekstrema funkcji z(z,y)
zadanej niejawnie réwnaniem: 5(x? + y2 + 22) — 2(xy + yz + 2x) = 72. Jak poradzi¢
sobie z punktami, gdzie z nie mozna rozwiktac?

9. Z twierdzenia o funkcji uwiktanej obliczyé¢ dy/dz dla et 4 y> = 0. Sprawdzi¢,
gdzie sie da rozwikta¢. Zapisa¢ pochodng w mozliwie prostej postaci.

10. Czy istnieje plaszczyzna styczna do wykresu funkcji f(z,y) = 22 — y? + 22 + 2y
(a) rownolegta do plaszczyzny z = x + y
(b) prostopadla do wektora (1,2,3)?

11. Znalez¢ pierwsze i drugie pochodne czastkowe funkcji z(z,y) w punkcie x =
1,y = —2, 2z = 1 zadanej niejawnie réwnaniem z% + 2y? + 322 + 2y — 2 — 9 = 0.
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12. Zbada¢ rozwigzalno$¢ uktadu

3x+2y+ 22+ u+0v2=0
o +3y+z+ul+v+w+2=0
r+z+w+u+2=0
dla u,v,w jako funkcji od z,y,z w poblizuzr =y=2=0u=v=01iw = —2.

13. Zbadac¢ rozwiazalno$¢ uktadu

r+y+uw=0
ury +v =20

dla u,v wzgledem x,y w poblizu x = y = u = v = 0. Sprawdzi¢ réwniez bezposred-
nim rachunkiem.

14. Zbada¢ czy z uktadu
U =r + TYz
v =y + Y
w =z + 2z + 327
mozna obliczyé¢ z,y, z wzgledem u, v, w w poblizu z =y = 2z = 0.

15. Niech f(z,y) = ((x® —y?)/(x*+v?)), vy /(2* +1?)), (x,y) # 0. Czy f jest lokalnie
odwracalne w poblizu (z,y) = (0,1)?

16. Czy mozna z ukladu

ry? + rzu 4 yv® =3

wyz 4+ 2zv — u?v? =2

obliczy¢ u(x,y, z) i v(z,y,z) w poblizu (z,y,z) = (1,1,1), (u,v) = (1,1)? Obliczy¢
ov/dy w (x,y,z) = (1,1,1).

17. Pokazaé, ze jezeli f : R — R spelnia f'(z) # 0 dla wszystkich x € R, to f jest
1 —1na R. Okreglmy f: R? — R? wzorem f(x,y) = (e* cosy, e*siny). Pokazaé, ze
det D f(x,y) # 0 dla wszystkich (x,y), lecz f nie jest 1 — 1.

18*%. Okreslmy, funkcje x,y : R? — R wzorami z(r,0) = rcosf i y(r,0) = rsind.
Pokazac, ze
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Kiedy mozna utworzy¢ C! funkcje odwrotna r(x,y), 0(x,y)? Sprawdzi¢ bezposrednio
i z uzyciem twierdzenia o funkcji odwrotnej.

19*. Rozwazmy przeksztalcenia dla wspotrzednych sferycznych w R3: o = psin ¢ cos 6,

y = psinpsind, z = pcos . Pokazac, ze
O(z,y,2)
A(p; ¢, 0)

Kiedy mozemy wyliczy¢ (p, ¢, 0) jako funkcje od (x,y, z)?

= p?sing

20*. Zagadnienie rozkladu wielomianu x® + ay2? + a1z + ag na czynniki liniowe
jest w pewnym sensie zadaniem o funkcji odwrotnej. Wspolczynniki a; sa znanymi
funkcjami, zaleznymi od pierwiastkow ry, 7, 73. Chcemy obliczyé¢ pierwiastki jako
funkcje zalezne od wspotczynnikéw. Zastosowaé twierdzeni eo funkcji odwrotnej i
zobaczy¢ efekt.

21*. Dla t € R rozwazmy macierz [a;;(t)], ktorej wyrazy sa klasy C'. Zalozmy, ze dla
kazdego t, deta;;(t)] # 0, a by, ..., b, : R = R sa klasy C'. Niech sq,...,s, : R > R
bedzie rozwigzaniem uktadu rownan

> ai(t)s;(t) = bi(t), i=1,..n.

j=1
Pokaza¢ bez wickszych rachunkow, ze funkcje s;(t) sa klasy C1.
##22. Okreslmy funkcje f(x) = %x + 22 sin %, gdy z # 01 f(0) = 0. Wykorzystac¢ f
by pokazaé¢, ze z twierdzenia o funkcji odwrotnej nie mozna wyeliminowa¢ cigglosci
pochodnej. Wsk. Wyliczyé f', naszkicowaé jakosciowo wykres funkcji f.
*%23. Zalozmy, ze funkcja f : R? — R jest klasy C'. Pokaza¢, ze nie jest wzajemnie
jednoznaczna. Wsk. Rozwazy¢ funcje g(z,y) = (f(z,v),y) lub g(z,y) = (z, f(z,y)).
Czy to samo zachodzi, gdy f jest okreslona na zbiorze otwartym? Wtedy pytamy
czy moze by¢ réznowarto$ciowa.
**24. Rozstrzygna¢ analogiczne zagadnienie, gdy f : R® — R™ im < n, rzad Df
jest rowny m.
**25. Funkcja g(t) odwzorowuje pewien przedzial otwarty (—a,a) w przestrzeni R? i
jest klasy C'. Czy jest mozliwe by obraz kazdego przedziatu otwartego (—b, b), gdzie
0 < b < a zawieral otoczenie (tzn, zbior otwarty w R?) punktu g(0) ?
*%26. Rozstrzygnaé¢ analogiczne zagadnienie, gdy g : R™ — R™ i m < n, rzad Df
jest roOwny m.

#427. Udowodnic wzor (2.6) z wyktadu.

28*. Udowodni¢ twierdzenie Lagrange’a 1.33 (przy wielu warunkach) korzystajac z
wzoru 2.30 z wyktadu.



