
ANALIZA III - LISTA 2

1. Pokaza¢, »e z równania 4xy2 − 2xz5 + 3y3z2 = 12 mo»na obliczy¢ z jako funkcj¦
od x, y w otoczeniu (0, 1, 2). Obliczy¢ (∂z/∂x) i (∂z/∂y) w punkcie (0, 1).

2. Pokaza¢, »e z równania x3z2 − z3yx = 0 mo»na obliczy¢ z jako funkcj¦ od x, y w
otoczeniu (1, 1, 1), ale nie w polbli»u (0, 0, 0). Obliczy¢ (∂z/∂x) i (∂z/∂y) w punkcie
(1, 1).

3. Oblicz pochodne cz¡stkowe drugiego rz¦du funkcji uwikªanej z = z(x, y) (czyli
wyra¹ przez x, y, z), gdy

(a) z2 = xy (b) x2 + y2 + z2 = 2z (c) cos(x+ y + z) + x+ y + z = 0.

Zastanów si¦, gdzie to mozna rozwikªa¢.

4. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji y = y(x) zadanej równaniem

(a) x2 + y2 + 4y = xy + 2x (b) x3 + y3 = 12xy (c) x4 + y6 + 12x2y4 = 0

5. Sprawdzi¢ czy funkcja z(x, y) zadana niejawnie równaniem x2+2y2+ z2− z− 6+
xy = 0 ma ekstremum lokalne w punkcie (0, 0).

6. Pokaza¢, »e powierzchnia jest ogranicznona i znale¹¢ ekstrema funkcji z(x, y)
zadanej niejawnie równaniem: x2 + y2 + z2 − 2x+ 2y − 4z − 10 = 0

7. Pokaza¢, »e powierzchnia jest ogranicznona i znale¹¢ ekstrema funkcji z(x, y)
zadanej niejawnie równaniem: (x2 + y2 + z2)2 − a2(x2 + y2 − z2) = 0

**8. Pokaza¢, »e powierzchnia jest ogranicznona i znale¹¢ ekstrema funkcji z(x, y)
zadanej niejawnie równaniem: 5(x2 + y2 + z2)− 2(xy + yz + zx) = 72. Jak poradzi¢
sobie z punktami, gdzie z nie mo»na rozwikªa¢?

9. Z twierdzenia o funkcji uwikªanej obliczy¢ dy/dx dla ex+y
2
+ y3 = 0. Sprawdzi¢,

gdzie si¦ da rozwikªa¢. Zapisa¢ pochodn¡ w mo»liwie prostej postaci.

10. Czy istnieje pªaszczyzna styczna do wykresu funkcji f(x, y) = x2 − y2 + 2x+ 2y
(a) równolegªa do pªaszczyzny z = x+ y
(b) prostopadªa do wektora (1, 2, 3)?

11. Znale¹¢ pierwsze i drugie pochodne czastkowe funkcji z(x, y) w punkcie x =
1, y = −2, z = 1 zadanej niejawnie równaniem x2 + 2y2 + 3z2 + xy − z − 9 = 0.

1



2 ANALIZA III - LISTA 2

12. Zbada¢ rozwi¡zalno±¢ ukªadu

3x+ 2y + z2 + u+ v2 = 0

4x+ 3y + z + u2 + v + w + 2 = 0

x+ z + w + u2 + 2 = 0

dla u, v, w jako funkcji od x, y, z w poblizu x = y = z = 0, u = v = 0 i w = −2.
13. Zbada¢ rozwi¡zalno±¢ ukªadu

x+ y + uv = 0

uxy + v = 0

dla u, v wzgledem x, y w poblizu x = y = u = v = 0. Sprawdzi¢ równie» bezpo±red-
nim rachunkiem.

14. Zbada¢ czy z ukªadu

u =x+ xyz

v =y + xy

w =z + 2x+ 3z2

mozna obliczy¢ x, y, z wzgl¦dem u, v, w w poblizu x = y = z = 0.

15. Niech f(x, y) = ((x2−y2)/(x2+y2)), xy/(x2+y2)), (x, y) 6= 0. Czy f jest lokalnie
odwracalne w pobli»u (x, y) = (0, 1)?

16. Czy mo»na z ukªadu

xy2 + xzu+ yv2 = 3

u3yz + 2xv − u2v2 = 2

obliczy¢ u(x, y, z) i v(x, y, z) w pobli»u (x, y, z) = (1, 1, 1), (u, v) = (1, 1)? Obliczy¢
∂v/∂y w (x, y, z) = (1, 1, 1).

17. Pokaza¢, »e je»eli f : R → R speªnia f ′(x) 6= 0 dla wszystkich x ∈ R, to f jest
1− 1 na R. Okre±lmy f : R2 → R2 wzorem f(x, y) = (ex cos y, ex sin y). Pokaza¢, »e
detDf(x, y) 6= 0 dla wszystkich (x, y), lecz f nie jest 1− 1.

18*. Okre±lmy, funkcje x, y : R2 → R wzorami x(r, θ) = r cos θ i y(r, θ) = rsinθ.
Pokazac, »e

∂(x, y)

∂(r, θ)

∣∣∣
r0,θ0

= r0
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Kiedy mo»na utworzy¢ C1 funkcj¦ odwrotn¡ r(x, y), θ(x, y)? Sprawdzi¢ bezpo±rednio
i z u»yciem twierdzenia o funkcji odwrotnej.

19*. Rozwa»my przeksztalcenia dla wspóªrzednych sferycznych w R3: x = ρ sinϕ cos θ,
y = ρ sinϕsinθ, z = ρ cosϕ. Pokazac, »e

∂(x, y, z)

∂(ρ, ϕ, θ)
= ρ2 sinϕ

Kiedy mo»emy wyliczy¢ (ρ, ϕ, θ) jako funkcje od (x, y, z)?

20*. Zagadnienie rozkªadu wielomianu x3 + a2x
2 + a1x + a0 na czynniki liniowe

jest w pewnym sensie zadaniem o funkcji odwrotnej. Wspólczynniki ai s¡ znanymi
funkcjami, zale»nymi od pierwiastków r1, r2, r3. Chcemy obliczy¢ pierwiastki jako
funkcje zale»ne od wspóªczynników. Zastosowa¢ twierdzeni eo funkcji odwrotnej i
zobaczy¢ efekt.

21*. Dla t ∈ R rozwa»my macierz [aij(t)], której wyrazy s¡ klasy C1. Zaªo»my, »e dla
ka»dego t, det[aij(t)] 6= 0, a b1, ..., bn : R → R s¡ klasy C1. Niech s1, ..., sn : R → R
b¦dzie rozwi¡zaniem ukªadu równa«

n∑
j=1

aij(t)sj(t) = bi(t), i = 1, ..., n.

Pokaza¢ bez wi¦kszych rachunków, »e funkcje si(t) s¡ klasy C1.

**22. Okre±lmy funkcj¦ f(x) = 1
2
x + x2 sin 1

x
, gdy x 6= 0 i f(0) = 0. Wykorzysta¢ f

by pokaza¢, »e z twierdzenia o funkcji odwrotnej nie mo»na wyeliminowa¢ ci¡gªo±ci
pochodnej. Wsk. Wyliczy¢ f ′, naszkicowa¢ jako±ciowo wykres funkcji f .

**23. Zaªó»my, »e funkcja f : R2 → R jest klasy C1. Pokaza¢, »e nie jest wzajemnie
jednoznaczna. Wsk. Rozwa»y¢ funcj¦ g(x, y) = (f(x, y), y) lub g(x, y) = (x, f(x, y)).
Czy to samo zachodzi, gdy f jest okre±lona na zbiorze otwartym? Wtedy pytamy
czy mo»e by¢ ró»nowarto±ciowa.

**24. Rozstrzygn¡¢ analogiczne zagadnienie, gdy f : Rn → Rm i m < n, rz¡d Df
jest równy m.

**25. Funkcja g(t) odwzorowuje pewien przedziaª otwarty (−a, a) w przestrze« R2 i
jest klasy C1. Czy jest mo»liwe by obraz ka»dego przedziaªu otwartego (−b, b), gdzie
0 < b < a zawieraª otoczenie (tzn, zbiór otwarty w R2) punktu g(0) ?

**26. Rozstrzygn¡¢ analogiczne zagadnienie, gdy g : Rm → Rn i m < n, rz¡d Df
jest równy m.

**27. Udowodnic wzór (2.6) z wykªadu.

28*. Udowodni¢ twierdzenie Lagrange'a 1.33 (przy wielu warunkach) korzystaj¡c z
wzoru 2.30 z wykªadu.


