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Sformutowanie i dowdd twierdzenia pochodzg z ksigzki M. Spivak - Ana-
liza na rozmaitosciach (wyd. 2005, Wydawnictwo Naukowe PWN).

1 Wprowadzenie - przypadek R — R.

Niech f: R = R, f € C' 25 € R, f'(x) # 0. Wtedy istnieja pewne otoczenie
xo € U i funkcja g : U — R, takie, ze g = f~! na U.

Zatézmy dla przyktadu, ze f'(xo) > 0. f'(x) jest ciagla, wiec istnieja a, b
takie, ze f(x) > 0 dla x € (a,b). Funkcja jest rosnaca, zatem réznowartoscio-
wa, z tego powodu odwracalna, zatem istnienie funkcji g zostato wykazane.
Jezeli zatozymy, ze g jest rézniczkowalna (a jest, czego dowdd tatwo znalezé
w réznych zrédlach, a nawet nieco nizej - w nieco bardziej ogélnym sformu-
towaniu), to z reguly lanicucha: 1 = 2’ = (g(f(z))) = f'(2)g (f(z)), zatem
F(2) = ¢/ (f ()

(Tutaj brakuje ladnej grafiki, np. funkcja f(z) = z - sin(z) i lokalne
przedziaty, w ktorych jest odwracalna.)

2 Przypadek ogdlny

2.1 Sformulowanie

Niech f: R™ — R™ ma ciagla pochodng na zbiorze otwartym zawierajacym
a oraz det f’(a) # 0. Wtedy istnieje zbiér otwarty V' zawierajacy a i zbidr
otwarty W zawierajacy f(a) takie, ze f : V' — W ma ciagla funkcje odwrotna
f~1: W — V, ktéra jest rézniczkowalna i dla wszystkich y € W spetnia
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2.2 'Wprowadzenie

Niech A C R™ bedzie kulg i niech f : A — R", f € C'. Jezeli istnieje liczba
M taka, ze dla kazdego = € intA zachodzi STf(x) < M, to dla wszystkich
x,y € A zachodzi:

|f(2) = f2)] < n*Mlz —y] (2)

Dodatkowo zauwazmy, ze dla liniowego odwzorowania F' : R® — R"
istnieje liczba M taka, ze |T'(x)| < M|z| dla kazdego = € R™.

W kazdym punkcie pochodna odwzorowania liniowego F' : R” — R" to
m(F), czyli macierz tego odwzorowania. Inaczej: dla macierzy M € M., (R)
pochodna odwzorowania zadanego ta macierza (ozn. F; - odwzorowanie za-
dane przez M) to M, co mozemy zapisa¢: DFy(z) = M dla dowolnego z.

Ponadto odnotujmy, ze funkcja det N jest ciggta dla macierzy kwadrato-
wych dowolnego wymiaru.

Bedziemy stosowaé oznaczenia x = (21, Za, ..., Tn), Yy = (Y1, .., Yn), f(x) =
(fl(x)7 fZ(x)v Tt 7fn(x)>

Wszedzie, gdzie pojawia sie xg, 1, T2, y1 lub yy (oprécz akapitu wyzej),
mam na mysli punkt w przestrzeni n-wymiarowej, nie wspétrzedne! Jezeli
bede mial na mysli wspétrzedne, to bede pisal po prostu z; lub y; (w za-
leznosci od kontekstu beda sie pojawia¢ indeksy ¢ lub j lub inne). Gdyby
w pewnych miejscach byly watpliwosci co oznaczaja poszczegdlne symbole -
smiato kontaktowac sie.

2.3 Dowdd twierdzenia

Traktujemy macierz A = D f(a) jako macierz odwzorowania liniowego, ktére
bedziemy oznaczaé F).

2.3.1 Podstawowe ustalenia

Reguta tancucha méwi nam, ze D(f o g)(a) = Df(g(a)) - Dg(a). Dla odwzo-
rowania zadanego macierza A mamy: D(F) o g)(a) = DF\(g(a)) - Dg(a) =
M- Dg(a).

Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze A jest identycznoscia. Dlaczego?

Otéz jezeli Fy # Idgn, to wystarczy wtedy rozpatrzyé funkcje f = Fy'o
f = F\-10 f. Taka funkcja f’ spelnia D(f’)(a) = Idgn.

7 prawdziwo$¢ twierdzenia dla f’ wynikataby prawdziwosé twierdzenia f.
Jezeli f jest odwracalne na pewnym zbiorze, to f rowniez musi by¢ odwra-



calne. Jezeli mamy D ((kal o f)fl) (a) = (D (Fyx-1 0 f) (a))”", to z réwnosci
D ((Fx-r0f)™") (a) = D(f7") (a)- A oraz (D (Fy-1 0 f) (a)) " = Df(a)""-),
a takze z odwracalno$ci A\ wynikatoby, ze (Df(a))™! = D(f71)(a).

Zatézmy wiec, ze F\ = Idgn.
Niech f(a+ h) = f(a) dla pewnego h. Wtedy:

[fla+h) = fla) = AR)] _
I

Ale jako, ze A jest pochodna, to:

1t h) — fla) = AW
h—0 |h|

=0

Dlatego istnieje taki zbior domkniety U zawierajacy a w swoim wnetrzu, ze
dla x € U, x # a
f(x) # fla) (3)

Skoro f ma ciagta pochodna na zbiorze otwartym zawierajacym a to
mozemy zatozy¢, ze dla wszystkich ¢, 7 i wszystkich z € U:

det f'(z) =det Df(z) # 0 (4)

af; af; 1
o) - L) < 5 )

Pierwsze - z ciagltosci wyznacznika, drugie - z ciggtosci pochodnych czastko-
wych.

Chwilowo rozpatrzmy funkcje pomocnicza, h: U — R™.

Zauwazmy, ze dla dowolnych 7, 7 mamy %(a) = ngj_(a) — Id(a) = 0.

Pochodne czastkowe h sa zerowe w punkcie a, wobec tego na odpowiednio

bliskim otoczeniu punktu a spetniaja ’g;‘] (x)‘ < # Bedziemy zatem stoso-

waé (2) do funkcji h, a z (2) otrzymujemy:

lg(21) — g(x2)| < n22—nz]:1:1 — T

Zatem:
1

[f(z1) — 21 — (f(22) — 22)| < §‘$1 — 1y



dla z1, 29 € U. Poniewaz z nieréwnosci trojkatas:

|21 — xa| — [ f(21) — f22)| < [f(21) — 21 — (f(22) — 22|

to dla x1, 29 € U:
w1 — 22| < 2|f(21) — fl22)] (6)
Zauwazmy, ze obraz brzegu U jest zbiorem zwartym i nie zawiera f(a),
dlatego istnieje taka liczba d > 0, ze | f(a) — f(x)| > d dla kazdego x z brzegu
U. (Tutaj przydalby si¢ jaki$ rysunek!) Niech W = {y : |y — f(a)| < 3d}.
Jezeli y € W i x nalezy do brzegu U, to ponownie z nieréwnosci trojkata:

ly = fla)| <y = f(=)] (7)

Pokazemy, ze dla kazdego y € W istnieje doktadnie jeden taki punkt x z
wnetrza U, ze f(x) =y. Ustalmy y € W.

2.3.2 Lokalna surjektywnosé

Rozwazmy funkcje g : U — R okreélong wzorem:

n

g(r) = |y — f(ﬂf?)|2 = Z(yi - fz‘(fc))2

i=1

Funkcja ta jest ciggta i dlatego przyjmuje minimum na U. Na mocy (7) dla x
z brzegu U mamy g(a) < g(x), dlatego g nie przyjmuje minimum na brzegu
U. Zatem istnieje taki punkt zy z wnetrza U, ze %(xo) = 0 dla kazdego
1 <7 < n, czyli z reguty tancucha: ’

iﬂyi — fi(®o)) - %(ifo) =0

i=1 O
Ale z drugiej strony warunek ten oznacza, ze:
2D f(zo)(y — f(z0)) = 0

Z (4) i z faktu, ze g € U mamy, ze det D f(zq) # 0, czyli macierz ta jest
odwracalna - ma trywialne jadro, wobec tego y— f(xo) = 0. Zatem y = f(z0),
zatem istnienie takiego punktu zostato wykazane.



2.3.3 Lokalna réznowartosciowosé

Jedynos$¢ wynika natychmiast z (6):
w1 — o <2/ f(21) — fla2)|

Dla z1 # xo mamy: 0 < |z7 — 29| < 2|f(z1) — f(z2)], zatem f(x1) # f(z2).

2.3.4 Ciaglos¢ funkcji odwrotnej

Niech V' = intU N f~}[W]. Pokazali$my, ze f : V — W ma funkcje odwrotna
W — V. Mozemy zapisa¢ (6) |1 — zo| < 2|f(x1) — f(x9)| inaczej,
mianowicie dla yi,y, € W:

1F M ) = F M (w2)] < 2|y — el (8)

Stad widaé¢, ze f~! jest funkcja ciggta.

2.3.5 Roézniczkowalnosé funkcji odwrotnej

Niech z; € V, uzyjemy oznaczenia u = Df(x;) i pokazemy, ze f~' jest
rézniczkowalna w y; = f(x;) i ma pochodng p~t. g ma wyznacznik niezero-
wy, zatem traktowana jako odwzorowanie liniowe jest odwracalna, stad p*
istnieje. Mamy

f(@) = fa1) + plx — 21) + oz — 1) (9)

gdzie
i I — o)
r1—T |x — x1|

=0 (10)
A to dlatego, ze wystarczy zdefiniowac:

p(r —x1) = f(z) = f(x1) — plz — 21)

Wtedy:
0 < 2@ =)l _|f(@) = flan) — p(z — 21)]
Sz -2 |z — a1

Przy przejéciu granicznym dostajemy 0 z zatozenia, ze p jest pochodna. (Wy-
starczy oznaczy¢ np. x = z1 + h.)



Z réwnania (9) (przenosimy f(x;) na druga strone i naktadamy p~' obu-
stronnie):

P (f(@) = fl@) =z — 2+ p”H(p(a — 21))
Inaczej:

v—ar—p (f(@) = flz1)) = —p (el — 1))

Mozemy to zapisa¢ réwniez nastepujaco:

@) = ) = p =) == e (£ ) = £ )]

Aby ;! bylo pochodng f~! wystarczy pokazaé, ze
-1 10, _ 1

I A ) e e 7)) |

=0
y—u ly — 1|

W tym celu wystarczy pokaza¢ (wstepny fakt 2), ze:

lim lo (f " (y) — f () |

=0 ly —

=0

Ale lewg strone mozemy zapisa¢ jako:

o (F ') = ) | L (y) — 7 )]
7 y) — ()] ly —

71 jest ciagla, zatem f~'(y) — f~(y1) gdy ¥y — v1. Zatem na mocy (10)
lewy czynnik dazy do 0. Na mocy (6) natomiast prawy czynnik nalezy do
0, 2], zatem iloczyn dazy do 0.




