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(b) Niech f: R*-> R bedzie okre$lona wzorem

1 .
(x2+y2)5in'\7*2‘::2a gdy (x,)#0,
f(x’ y)= Y
0, gdy  (x,7)=0.

Pokaza¢, ze f jest rézniczkowalna takze w punkcie (0, 0), ale D, f nie sa
ciggle w (0, 0).

2.33. Pokazaé, ze z zalozen twierdzenia 2.8 mozna wyeliminowaé
ciggtosé D, f! w a.

2.34. Funkcja f: R"->R jest jednorodna stopnia m, jezeli f (tx)=
=1"f(x) dla wszystkich x € R" i 7 € R. Pokazaé, ze jezeli f jest takze réz-
niczkowalna, to

n

3 XDif (x)=mf(x).
Wskazéwka. Znalezé g’'(1) dla g(2)=f(t).
2.35. Dowies¢, ze jezeli f: R">R jest rézniczkowalna i £(0)=0, to
istnieja takie g;: R"—R, Ze

n

fx)= ¥ x'g;(x).

i=1

1
Wskazdéwka. Jezeli h(t)=f(tx), to f(x)= [ hi(t)dt.
0

Funkcje odwrotne

Przypusémy, Ze f: R—R ma ciagla pochodna na zbiorze otwartym
zawierajacym a i f'(a)#0. Jezeli £’ (a)>0, to istnieje taki odcinek otwarty
V zawierajacy a, ze f'(x)>0 dla x € V (a dla £’ (a) <0 mielibysmy f’(x)<
<0). Zatem f ro$nie (lub maleje) na ¥, wigc jest 1-1 i dlatego ma funkcje
odwrotng f ! okreflong na pewnym odcinku otwartym W zawierajacym
S (a). Ponadto mozna latwo pokazaé, ze f~1 jest rézniczkowalna i ze dla
y € W zachodzi

-1y - 1 .
0=y
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Analogiczne rozumowanie dla wyzszych wymiaréw jest o wiele bardziej
skomplikowane, lecz jego wynik (twierdzenie 2.11) jest bardzo wazny.
Zaczniemy od prostego lematu.

2.10. LeMAT. Niech AcR" bedzie przedzialem i niech f: A—R" ma

“\ciqglq pochodnq. Jezeli istnieje taka liczba M, ze |D;f*(x)|<M dla wszyst- -/

kich x z wnetrza A, to
|f(x)=f ()] <n*M]x—y]

dla wszystkich x,y e A.
Dowdd. Mamy

O 1= 3 10" s P63
=P w0 7T 8 e s B
Stosujac twierdzenie o wartosci §redniej otrzymujemy
o Ly Xt L XM —
= s VTN X, )= %9 Dy f(zy)

dla pewnych z;;. Warto§¢ bezwzgledna wyrazenia z prawej strony jest
mniejsza lub réwna M- |y’ —x’|. Tak wiec

n
IFO=rel< X 1y'=] M<nm]y—x],
i=
poniewaz dla kazdego j mamy |y’ —x’ |<|y—x|. W koficu

IO~ 3 1FO)-F@l<n's- x| m

2.11. TwierDZENIE (o funkcji odwrotnej). Zaléimy, ze f: R*->R" ma
ciqglq pochodnq na zbiorze otwartym zawierajacym a oraz detf’'(a)+#O0.
Wtedy istniejq zbidr otwarty V. zawierajacy a i zbiér otwarty W zawierajqcy
f(a) takie, ze f: VW ma ciggla funkcje odwrotng f~1: W—V, ktéra
Jest rézniczkowalna i dla wszystkich y e W spelnia

Y=L o]
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Dowéd. Niech A bedzie odwzorowaniem liniowym Df (). Wiedy A
Jjest odwracalne, poniewaz detf’(a)#0. A wigc D(A~1o f)(@=D(A™Y)
(f(@)o Df(@=4"' o Df (a) jest odwzorowaniem liniowym identycznos-
ciowym. Jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla A=! o f, to jest oczywiscie
prawdziwe dla f. Dlatego mozemy od razu zalozy¢, Ze A jest 1dentycznosc:1q

Tak wiec, jesli tylko f(a+h)=f(a), to mamy Nre
|f(a+n)~f(a)~ l(h)f 1] _ "y .
T 1A e
Ale }:3 ;
i @+ D =f@=2(0)] _
K=0 |hl

Znaczy to, Ze nie moze zachodzié¢ f(x)=f(a) dla x dowolnie bliskiego,
lecz réznego od a. Dlatego istnieje taki przedzial domkniety U zawierajacy
a w swoim wnetrzu, Ze

1) f(x)#f(a), jezeli xeU i x+#a.

Skoro f ma ciagla pochodna_, na zbiorze otwartym zawxera_;accym a,
to mozemy takze zalozy¢, Zze el [

(2) detf’(x)#0 dla xeU. e A
() |Dyf(x)~D,f (@) <1/2n* dla Wszystklch i, j oraz xe U.

TN
Lok i Pa ot Qe
oo VA

Zauwazmy, Ze stosujac (3) 1 lemat 2.10 do funkcji g(x) Jx)—x

dostajemy N ol 2% R

|f (1) =% = (F(32) = %2) | <y =,
dla x,, x, € U. Poniewaz
[ty = 2] [ fGen) ~F Gea) | <[ Ge) =20 = (fx2)— xz)f<%|x1—le
wiec otrzymujemy !

) le—xZISZ'f(xl)"f(xz)l dla x,,x,€eU. {ﬁhf? k

Obraz brzegu U przez f jest wiec zbiorem zwartym ktory na mocy
(1) nie zawiera f(a) (rysunek 2.3).

1 5

i
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Rys. 2.3

Dlatego istnieje taka liczba d>0, ze |f(¢)—f (x)|>d dla x z brzegu U.
Niech W={y: |y—f(a)|<%d}. Jezeli ye W i x nalezy do brzegu U, to

) y=f@|<|y=f)|.

Pokazemy, Ze dla kazdego y € W istnieje dokladnie jeden taki punkt
x z wnetrza U, ze f(x)=y. Aby tego dowies¢, rozwazmy funkcje g: U—R
okreslong wzorem

9()=|y =f)'= % (=)
Funkcja ta jest ciagla i dlatego przyjmuje minimum na U. Na mocy (5)
dla x z brzegu U mamy g(a)<g(x). Dlatego g nie przyjmuje minimum
na brzegu U. Z twierdzenia 2.6 wynika istnienie takiego punktu x z wnetrza
U, ze Dyg (x)—O dla wszystkich j, to znaczy

Z 2(y'=f(x)):D;f{(x)=0 dla wszystklch ]

Faary

Na mocy (2) macierz (D; Vi (x)) ma niezerowy Wyznacznlk Dlatego musi
zachodzi¢ y'— f' (x)=0 dla wszystkich i;"czyli y=f(x). Dowodzi to ist-
nienia x. Jego jedyno$¢ wynika natychmiast z (4).

Niech V bedzie przekrojem wnetrza U z f~'(W). PokazaliSmy, Ze
funkcja f: V—W ma funkcje odwrotna f~1: W—¥. Mozemy zapisaé
(4) inaczej:

(6) lf—l(}’1)_f-1(J’2)l<2]h"J’zi dla  yi,py,eW.
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Stad widaé, ze f~1 jest ciagla.

Pozostaje jedynie dowie¢, ze f ~* jest rézniczkowalna. Niech y=Df (x).
Pokazemy, ze f~1 jest rézniczkowalna w y=f(x) i ma pochodng u—1.
Tak jak w dowodzie twierdzenia 2.2 dla x; € ¥ mamy

JEO=fG)+u(x—x)+ 0 (x,—x),

gdzie

lim M]

X§—Xx lxl — xl
Dlatego :

B ) =f () =x1—x+ 1" (p(x, —x)).
Poniewaz kazdy y, € W jest postaci £ (x,) dla pewnego x; € V, wigc mozna
to zapisaé nastepujaco:
-1 - = - —
A O B 6O R T A A T A B il 6)1) B

i dlatego wystarczy pokazaé, ze

i 1 (0L~ - (yl)l—f 'l(y)])l
y1-y y

W tym celu (zadanie 1.10) wystarczy pokazaé, ze

lim 120~ 1(Iyl) ~f “(y))l
yi=y y]

Ale
le(f "y —f" (J’))l lo(f ' (y)—f" 1(J’))l VRO B 6))
|y1—7] I/ )= 1) lyi—y] '

Poniewaz f ~* jest ciggla, wigc f =1 (y,) - f ~1 (»), gdy y1—>y. Dlatego pier-
wszy czynnik dazy do 0. Poniewaz, na mocy (6), drugi czynnik jest mniej-
szy niz 2, wigc ich iloczyn takze dazy do 0. E

Zauwazmy, Ze ze wzoru na pochodna funkcji £ ~* wynika, Ze pochodna
ta jest w istocie ciggla (i jesli £ jest klasy C* to St tez jest klasy C™).
Rzeczywiicie, wystarczy zauwazyé, ze wyrazy macierzy odwrotnej do ma-
cierzy A to funkcje klasy C® zmiennych, bedacych wyrazami macierzy A.
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Wynika to ze wzoréw Cramera: (471);;=(det AD)/(det A), gdzie 4" jest
macierza otrzymang z 4 przez usunigcie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Warto tez zauwazyé, ze funkcja odwrotna f~! moze istnie¢ nawet
jesli det f'(a)=0. Na przyklad, jezeli f: R—R jest okreSlona jako f(x)=
=x3, to f£'(0)=0, ale f ma funkcje odwrotna f~*(x)= 3/; Niemniej
jedno jest pewne: jesli det f'(a)=0, to f~' nie moze by¢ rézniczkowalna
w f(a). Aby tego dowiesé, zauwazmy, ze (fof~*) (x)=x. Gdyby f~*
byta rézniczkowalna w f(a), to zasada rézniczkowania funkcji ztozonej
dawataby f’(a):(f ~)'(f(a))=1, skad mielibySmy det f'(a)-det (f 1)’
(f(@)=1, co zaprzecza temu, ze det f'(a)=0.

Zadania

2.36*. Niech AcR" bedzie zbiorem otwartym i f: A—R" funkcja
1-1 majaca ciagla pochodna taka, ze det f'(x)#0 dla wszystkich x. Po-
kazaé, 7e f(A) jest zbiorem otwartym i f ~': f(A4)— A jest rézniczkowalna.
Pokazaé takze, ze f(B) jest otwarty dla kazdego zbioru otwartego Bc A.

2.37. (a) Niech funkcja f: R*—>R ma ciagla pochodng. Pokaza¢, ze
S nie jest 1-1.

Wskazéwka. Jezeli na przykiad D, f(x, y)#0 dla wszystkich (x, y)
z pewnego zbioru otwartego 4, to rozwazmy g: A—R? okreélong jako
gx, »=(fx, ), )

(b) Uogdlni¢ ten wynik na przypadek funkcji majacej ciagla pochodna
f: R*—>R™ gdzie m<n.

2.38. (a) Pokazaé, ze jezeli f: R—R spelia f'(a)#0 dla wszystkich
acR, to f jest 1-1 (na calej R).

(b) Okreslmy f: R*-»>R? wzorem f(x,y)=(e"cosy,e"siny). Po-
kazaé, ze det f'(x, »)#0 dla wszystkich (x, y), lecz f nie jest 1-1.

2.39. Wykorzysta¢ funkcje f: R—R okre§long wzorem

1
Ix+x*sin—, gdy x#0,

.»-wx;
0, gdy x=0,

by pokazac, fZe z zalozen twierdzenia 2.11 nie mozna wyeliminowaé ciag-
tosci pochodne;.

f(x)=

4 M. Spivak




