48 2. Rozniczkowanie

Stad widaé, ze f~1 jest ciagla.
Pozostaje jedynie dowie¢, ze f ~* jest rézniczkowalna. Niech y=Df (x).
Pokazemy, ze f~1 jest rézniczkowalna w y=f(x) i ma pochodng u—1.
Tak jak w dowodzie twierdzenia 2.2 dla x; € ¥ mamy
Fx)=f(X)+p(xy—x)+ p(x;—x),
gdzie
i 19Ge=0)]_ |
X1—=Xx _.x” 1—X _ ’

Dlatego

%

1 e —f () =%, —x+ 17 (9 (1 ~x)).

Poniewaz kazdy y; € W jest postaci f(x,) dla pewnego x, € ¥, wigc mozna
to zapisaé nastepujaco:
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i dlatego wystarczy pokazaé, ze
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W tym celu (zadanie 1.10) wystarczy pokazaé, ze
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Poniewaz f ~* jest ciggla, wigc f =1 (y,) - f ~1 (»), gdy y1—>y. Dlatego pier-

wszy czynnik dazy do 0. Poniewaz, na mocy (6), drugi czynnik jest mniej-
szy niz 2, wigc ich iloczyn takze dazy do 0. E

Zauwazmy, Ze ze wzoru na pochodna funkcji £ ~* wynika, Ze pochodna

ta jest w istocie ciggla (i jesli £ jest klasy C* to St tez jest klasy C™). _

Rzeczywiicie, wystarczy zauwazyé, ze wyrazy macierzy odwrotnej do ma- ﬁ
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cierzy A to funkcje klasy C® zmiennych, bedacych wyrazami macierzy A.
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Wynika to ze wzoréw Cramera: (471);;=(det AD)/(det A), gdzie 4" jest
macierza otrzymang z 4 przez usunigcie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Warto tez zauwazyé, ze funkcja odwrotna f~! moze istnie¢ nawet
jesli det f'(a)=0. Na przyklad, jezeli f: R—R jest okreSlona jako f(x)=
=x3, to f£'(0)=0, ale f ma funkcje odwrotna f~*(x)= N\M Niemniej
jedno jest pewne: jesli det f'(a)=0, to f~' nie moze by¢ rézniczkowalna
w f(a). Aby tego dowiesé, zauwazmy, ze (fof~*) (x)=x. Gdyby f~*
byta rézniczkowalna w f(a), to zasada rézniczkowania funkcji ztozonej
dawataby f’(a):(f ~)'(f(a))=1, skad mielibySmy det f'(a)-det (f 1)’
(f(@)=1, co zaprzecza temu, ze det f'(a)=0.

Zadania

2.36*. Niech AcR" bedzie zbiorem otwartym i f: A—R" funkcja
1-1 majaca ciagla pochodna taka, ze det f'(x)#0 dla wszystkich x. Po-
kazaé, 7e f(A) jest zbiorem otwartym i f ~': f(A4)— A jest rézniczkowalna.
Pokazaé takze, ze f(B) jest otwarty dla kazdego zbioru otwartego Bc A.

2.37. (a) Niech funkcja f: R*—>R ma ciagla pochodng. Pokaza¢, ze
S nie jest 1-1.

Wskazéwka. Jezeli na przykiad D, f(x, y)#0 dla wszystkich (x, y)
z pewnego zbioru otwartego 4, to rozwazmy g: A—R? okreélong jako
gx, »)=(f(x, ), ).

(b) Uogdlni¢ ten wynik na przypadek funkcji majacej ciagla pochodna
f: R*—>R™ gdzie m<n.

2.38. (a) Pokazaé, ze jezeli f: R—R spelia f'(a)#0 dla wszystkich
acR, to f jest 1-1 (na calej R).

(b) Okreslmy f: R*-»>R? wzorem f(x,y)=(e"cosy,e"siny). Po-
kazaé, ze det f'(x, »)#0 dla wszystkich (x, y), lecz f nie jest 1-1.

2.39. Wykorzysta¢ funkcje f: R—R okre§long wzorem

Ix+x? mEW , gdy x#0,
fE={ TN
0, gdy x=0,

by pokazac, ﬁo z zalozen twierdzenia 2.11 nie mozna wyeliminowaé ciag-
tosci pochodne;.
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