46 2. Rézniczkowanie

Dowéd. Niech A bedzie odwzorowaniem liniowym Df (). Wiedy A
Jjest odwracalne, poniewaz detf’(a)#0. A wigc D(A~1o f)(@=D(A™Y)
(f(@)o Df(@=4"' o Df (a) jest odwzorowaniem liniowym identycznos-
ciowym. Jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla A=! o f, to jest oczywiscie
prawdziwe dla f. Dlatego mozemy od razu zalozy¢, Ze A jest _Qob@ngo%&

Tak wiec, jesli tylko f(a+h)=f(a), to mamy Nye , \
e+ —f@-aw)|_|o_
i Al Ve TAGL 7
Ale
i @+ D =f@=2(0)] _
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Znaczy to, Ze nie moze zachodzié¢ f(x)=f(a) dla x dowolnie bliskiego,
lecz réznego od a. Dlatego istnieje taki przedzial domkniety U zawierajacy
a w swoim wnetrzu, Ze

D) f(x)#f(a), jezeli xeU i x+#a.

Skoro f ma ciagla @ooroa:m. na zbiorze ogmzﬁs Nmé_oﬂm.ﬁowa S

§

to mozemy takze zalozy¢, ze , ed

) detf'(x)#0 dla xeU.
() |Dyf(x)~D,f (@) <1/2n* dla Smd\mzcor i, j oraz xe U.

Zauwazmy, ze stosujac (3) i lemat 2.10 do funkcji g(x)=f(x)—x
dostajemy '

| (x) = %1 = (f(x2) —x2)| < Fjx; — %2 b4

dla x,, x, € U. Poniewaz %4

|21 = %] = [ £ (1) =f(%2)| | F () = %1 = (f(32) — x,)| < H|xy — %2,
wigc otrzymujemy w D alfyl~ 1

(4) |x1—x2| <2|f(x1)—f(x,)| dla x;,x,€U. ,uwi,,, . ook 7 b

Obraz brzegu U przez f jest wiec zbiorem Némiﬁs WHOQ na mocy
(1) nie zawiera f(a) (rysunek 2.3). ,
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Dlatego istnieje taka liczba d>0, ze |f(¢)—f (x)|>d dla x z brzegu U.
Niech W={y: |y—f(a)|<%d}. Jezeli ye W i x nalezy do brzegu U, to

) y=f@|<|y=f)|.

Pokazemy, Ze dla kazdego y € W istnieje dokladnie jeden taki punkt
x z wnetrza U, ze f(x)=y. Aby tego dowies¢, rozwazmy funkcje g: U—R
okreslong wzorem

3 (' =F)-

Funkcja ta jest ciagla i dlatego przyjmuje minimum na U. Na mocy (5)
dla x z brzegu U mamy g(a)<g(x). Dlatego g nie przyjmuje minimum
na brzegu U. Z twierdzenia 2.6 wynika istnienie takiego punktu x z wnetrza
U, ze D;g(x)=0 dla wszystkich j, to znaczy

Y 2(0'=fi(x)):D;f'(x)=0 dla imem%Eor j-
i=1 _ b e

g(x)=|y —f(x)f’=

Na mocy (2) macierz (D;f ¢ (x)) ma niezerowy Q%Nsmﬁ:mﬁ _U_mnomo,.B:mm
zachodzi¢ y'— f ..ano dla wszystkich i;"czyli y=f(x). Dowodzi to ist-
nienia x. Jego jedyno$¢ wynika natychmiast z (4).

Niech V bedzie przekrojem wnetrza U z f~'(W). PokazaliSmy, Ze
funkcja f: V—W ma funkcje odwrotna f~1: W—¥. Mozemy zapisaé
(4) inaczej:

(6) _\LC,HVI\L@NV_MN_MSlwmm dla  yi,py,eW.




