44 2. Rézniczkowanie

(b) Niech f: R*-> R bedzie okre$lona wzorem

1 )
(x*+y*)sin meﬂm“ gdy (x,y)#0,

0, gdy  (x,7)=0.

Pokaza¢, ze f jest rézniczkowalna takze w punkcie (0, 0), ale D, f nie sa
ciggle w (0, 0).

2.33. Pokazaé, ze z zalozen twierdzenia 2.8 mozna wyeliminowaé
ciggtosé D, f! w a.

2.34. Funkcja f: R"->R jest jednorodna stopnia m, jezeli f (tx)=
=1"f(x) dla wszystkich x € R" i 7 € R. Pokazaé, ze jezeli f jest takze réz-
niczkowalna, to

.\,Aunu y)=

n

Y, xDif (x)=mf(x).

i=1

Wskazéwka. Znalezé g’'(1) dla g(2)=f(t).
2.35. Dowies¢, ze jezeli f: R">R jest rézniczkowalna i £(0)=0, to
istnieja takie g;: R"—R, Ze

n

f®)= ¥ x'g:(x).

i=1

1
Wskazdéwka. Jezeli h(t)=f(tx), to f(x)= [ hi(t)dt.
0

Funkcje odwrotne

Przypusémy, Ze f: R—R ma ciagla pochodna na zbiorze otwartym
zawierajacym a i f'(a)#0. Jezeli £’ (a)>0, to istnieje taki odcinek otwarty
V zawierajacy a, ze f'(x)>0 dla x € V (a dla £’ (a) <0 mielibysmy f’(x)<
<0). Zatem f ro$nie (lub maleje) na ¥, wigc jest 1-1 i dlatego ma funkcje
odwrotng f ! okreflong na pewnym odcinku otwartym W zawierajacym
S (a). Ponadto mozna latwo pokazaé, ze f~1 jest rézniczkowalna i ze dla
y € W zachodzi

=1y, — 1 .
0=y
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Analogiczne rozumowanie dla wyzszych wymiaréw jest o wiele bardziej
skomplikowane, lecz jego wynik (twierdzenie 2.11) jest bardzo wazny.
Zaczniemy od prostego lematu.

2.10. LeMAT. Niech AcR" bedzie przedzialem i niech f: A—R" ma

kich x z wnetrza A, to
|f(X)—f)|<n*M]|x— y|

dla wszystkich x,y e A.
Dowdd. Mamy

O 1= 3 10" s P63
-t ..., 7Y, xm.:; x"].
Stosujac twierdzenie o wartosci §redniej otrzymujemy
o Ly Xt L XM —
= s VTN X, )= %9 Dy f(zy)

dla pewnych z;;. Warto§¢ bezwzgledna wyrazenia z prawej strony jest
mniejsza lub réwna M- |y’ —x’|. Tak wiec

n
IFO=rel< X 1y'=] M<nm]y—x],
i=
poniewaz dla kazdego j mamy |y’ —x’ |<|y—x|. W koficu

IO~ 3 1FO)-F@l<n's- x| m

2.11. TwierDZENIE (o funkcji odwrotnej). Zaléimy, ze f: R*->R" ma
ciqglq pochodnq na zbiorze otwartym zawierajacym a oraz detf’'(a)+#O0.
Wtedy istniejq zbidr otwarty V. zawierajacy a i zbiér otwarty W zawierajqcy
f(a) takie, ze f: VW ma ciggla funkcje odwrotng f~1: W—V, ktéra
Jest rézniczkowalna i dla wszystkich y e W spelnia

Y=L o]

“\ciqgla pochodnq. Jezéli istnieje taka liczba M, ze |D,f*(x)|< M dla wszyst-




