ANALIZA IIT - LISTA 7

1*. Pokazadé, ze calka krzywoliniowa funkcji f(z,y) wzdtuz drogi o zadanej we wspol-
rzednych biegunowych poprzez r = r(0),60; < 6 < 05 jest réwna

0>

F(rcos 0, 7sin ) r2+(;l;) df.

01
Obliczyc dtugoséé krzywej r =1+ cosf, 0 < 0 < 27.
2. Niech f(z,y) =22 —yio(t) = (t*,¢*), 0 <t < 1. Obliczy¢ [ f ds. Obliczy¢
dhugo$¢ krzywej o. Obliczy¢ dlugosé odcinka krzywej dla 0 < t < 1y, gdzie ¢, < 1.
To samo, gdy o(t) = (¢,t), 0 <t < 11i por6wnac.
3*. Znalez¢ mase przewodu, ktory powstaje z przeciecia sfery a2 + y? + 22 = 11
plaszczyzny © +y + 2 = 0 jesli gestos¢ masy w pukcie (z,y, 2) wynosi p(x,y, 2) =
gramo6w na jednostke dlugosci.
4. Obliczy¢ [ f ds, gdzie f(x,y,2) = 21 0(t) = (tcost, tsint, t), 0 <t < to.

5. Dla krzywej o(t) = (z(t),y(t), 2(t)), a <t < b niech s(t) oznacza dtugosé¢ odcinka
krzywej odpowiadajacego przedziatowi czasu [a, t]. Korzystajac ze wzoru na dlugosé
krzywej pokazac, ze
ds
= )]l = VIR + R + 7R
Jesli zalozmy, ze obiekt porusza sie po krzywej tak, ze w chwili ¢ znajduje sie w
punkcie o(t), to powyzszy wzér mowi, ze predkosé w chwili ¢ jest rowna diugosci
wektora stycznego do krzywej w punkcie o(t).

6. Obliczy¢ calki krzywolinowe (dwa dowolne punkty licza sie jako jedno zadanie).
(a) [ adr +ydy + zdz, o(t) = (1*,3t,2t%), =1 <t < 2,
(b) [, xdy — ydz, o(t) = (cost,sint),0 < t < 2m,
(c) [, xdx 4 ydzx, o(t) = (cosmt,sinnt),0 <t < 2,
(

d) fg yzdx + xzdy + xydz, gdzie o sktada sie z dwoch odcinkéw taczacych punkt
(1,0,0) z (0,1,0) i dalej z (0,0, 1).

(e) [ a*dx—xydy+dz, gdzie o jest fragmentem paraboli z = 22, y = 0 od (—1,0,1)
do (1,0,1).

7. Pole sit F jest rowne F(z,y,z) = (z,y, z). Obliczy¢ prace wykonana przy przesu-
nieciu obiektu wzdtuz paraboli y = 2%, 2 =0, od x = —1 do z = 2.
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8. Zalozmy, ze wektor F jest prostopadly do wektora stycznego o'(t) w punkcie
o(t). Pokazac, ze [ Fods = 0. Zalozmy, ze wektor F' jest rownolegly do wektora
stycznego o'(t) w punkcie o(t) tzn. F(o(t)) = A(t)o’(t), gdzie A(t) > 0. Pokazaé, ze
[, Fods= [ |F|ds.

9. Niech F'(t) oznacza jednostkowy wektor styczny do krzywej o. Ile wynosi [ Fods?.

10. Niech F(z,y,z) = (2* + 2xy, 2, 322*). Pokaza¢, ze [ F ods wokol obwodu
kwadratu jednostkowego jest rowna 0.

11. Obliczy¢ [ 2zyzdr + x*zdy + x*ydz, gdzie o jest krzywa zorientowany taczaca
(1,1,1) 7 (1,2, 4).

12. Zatozmy, 7e V f(2,y, z) = (2zyze™ , ze* ,ye” )i £(0,0,0) = 5. Obliczy¢ f(1,1,2).

13. Niech pole sit bedzie okreslone wzorem F(z,y,2) = —(z,y,2)/r?, gdzie r =
22 + y? + 22. Pokazadé, ze praca potrzebna do przesuniecia obiektu z (z1,y1, 21) do

(z2, Y2, 22) zalezy tylko od promieni r; = \/2? + y? + 27 i ro = /a3 + y3 + 23.
14. Niech ¢ : [—a,a] — R® bedzie krzywa. Niech y(t) = o(—t). Pokaz, ze [ F ds =
J,Fdsi [ Fods=— [ Fods.

15*. Niech o : [a,b] — R?* i~ : [c,d] — R?® beda parametryzacjami krzywej takimi, ze
v = oop, gdzie p jest monotoniczne i C*. Jesli o(a) = v(c) i o(b) = v(d) to p'(s) >0

| /fds_/fds [rois= [ 1o

Jesli o(a) = ~(d) i =(c) to p'(s) <01

/fds—/fds /Fods:—/fods.
o ol

16*. Niech D bedzie obszarem, a C jego brzegiem. Niech o : [a,b] — R3 i~ : [c,d] —
R3 beda parametryzacjami C' takimi, ze v = o o p, gdzie p jest C' i p’ > 0. Niech
o(t) +eny,(t) ¢ D dla0 < e < g. Wtedy v(t) +nn,(t) ¢ D dla 0 < n < no.
ne = (05(t), =01 (t)), 1y = (15(t), =71(1))-
17. Korzystajac ze wzoru Greena obliczy¢ podane calki, przy zatozeniu, ze krzywe
sa zorientowane dodatnio (dwa podpunkty licza sie jako cale zadanie).

a) [ ydx — xdy, gdzie ojest brzegiem kwadratu [—1,1] x [—1,1].

b) [ (y*+ 2*)dx + 2*dy, gdzie o jest brzegiem kwadratu [0, 1] x [0, 1].

¢) [ xy*dy — x*ydx, gdzie o jest okregiem x* + y* = a®.
18*. Korzystajac ze wzoru Greena obliczy¢ podane calki, przy zalozeniu, ze parame-
tryzacja brzegu o jest zorientowana dodatnio. Mozna na poczatek zalozy¢, ze krzywa
jest okregiem.
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a) [ cos < (v,n) ds, gdzie n = ”Z—"” jest jednostkowym zewnetrznym wektorem

normalnym do krzywej, v dowolnym ustalonym wektorem, a cos < (v,n) jest cosinu-
sem kata miedzy nimi.

b) [ (z,y)on ds.
o oznacza jak zwykle iloczyn skalarny, n, = (05(t), —o1(t)).

19. Znalez¢ pole elipsy korzystajac ze wzoru A(D) = 3 [, xdy — yda.

20. Znalez¢ pole obszaru ograniczonego przez jeden tuk cykloidy = = a(f — sin#),
y=a(l —cosf),a>0,0<6<27miosx.

21%*. Pokaz, ze kolo jednostkowe jest obszarem elementarnym. Znajdz parametryzacje
01, P2, Y1, 19 1 pokaz, ze sa one rownowazne ze standardowa parametryzacja okregu.

22*. Niech D bedzie obszarem, w ktorym zachodzi twierdzenie Greena. Zalozmy, ze
funkcja u(z,y) jest harmoniczna, tzn. Au = 0*u/0x? + 0*u/0y* = 0 na D. Pokazac,
ze

oD
gdzie n jest jednostkowym zewnetrznym wektorem normalnym do krzywej, patrz def.

w zadaniu 18.



