Algebra II (ISIM), lista 9 (22.12.20, deklaracje 20.12.20)

Teoria: Pierécien noetherowski. Tw. Hilberta o bazie. Dziedzina (catkowitosci).
Norma euklidesowa i pierécien euklidesowy. Pierscien Gaussa. Pierscien euklidesowy
jest PID. Idealy pierwsze, maksymalne, zwiazki z dziedzinami i ciatlami (pierscienie
ilorazowe). W PID niezerowy ideal pierwszy jest maksymalny. Elementy nierozktadal-
ne w dziedzinie. W dziedzinie noetherowskiej kazdy niezerowy element nieodwracalny
jest iloczynem elementow nierozktadalnych. Dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu.

R, R’ oznaczaja pierScienie przemienne z jednoscig.

1. — Sprawdzi¢, ze podane zbiory liczb sa pierScieniami (ze zwyktymi dziataniami
dodawania i mmnozenia liczb):

(a) Z[V2] = {a+bV2:a,be Z},

(b) (pierscien Gaussa) Z[i] = {a + bi : a,b € Z}

(c) Z[iv3] = {a + biv/3 : a,b € L},

(d) Z[3] ={% :m € Z,n € N}.

2. Dowiesc, ze

(a) produkt dwoch pierscieni ideatéw gtéwnych jest pierscieniem ideatéw gltéwnych.
(b) R[Xo, X1, Xa,...] nie jest noetherowski.

3. Dowie$¢, ze jedyne idealy niezerowe w pierscieniu R[X] to (X?), (X1), (X?),....
Wywnioskowaé, ze pierscien ten jest pierscieniem ideatéw gtéwnych (jest tez dziedzi-
na...) oraz (X) to jedyny niezerowy ideal pierwszy w tym pierscieniu.

4. * Dowies¢, ze pierscienie Z[v/2] i Z[iv/2] sa euklidesowe (wsk: w Z[v/2] rozwazy¢
norme euklidesowa 6(a + bv/2) = |a® — 26?|).

5. (a)— W pierscieniu Gaussa wykonaé dzielenie z reszta 17 + 114 przez 3 + 4i.

(b) Poda¢ przyktady dzielen z reszta w tym pierscieniu, gdzie liczba mozliwych wy-
nikéw to 1,2, 3, 4.

6. — (a) Zaznaczy¢ na plaszczyznie Gaussa wszystkie liczby z € Z[i] takie, ze
d(z) < 10. Ile ich jest?

(b) Wyznaczy¢ wszystkie jednostki (tj. elementy odwracalne) w pierscieniu Gaussa.
(c) Ktére z liczb 1,2, 3,4,5,1414,241,3+1,4+1, 5+ sa nierozktadalne w pierscieniu
Gaussa?

7. (a) W pierécieniu Z[iv/3] wyznaczy¢ grupe jednostek.

(b) Poda¢ przyktad wskazujacy, ze pierscien ten nie ma jednoznacznosci rozktadu.
8. — (prawo skracania) Udowodnié¢, ze w dziedzinie R: jesli ab = acia # 0, to b = c.
9. Zatézmy, ze I < R jest wlasciwy. Udowodnié, ze I jest pierwszy <= R/I jest
dziedzing.

10. Udowodnié, ze skoficzona dziedzina jest ciatem (por. twierdzenie Wedderburne’a).



