Algebra IT (ISIM), lista 8 (21.12.20, deklaracje 19.12.20).

Teoria: Pierécienie przemienne z 1: definicja, przyktady. Pierscienie formalnych
szeregbw potegowych, wielomianéw, funkcji cigglych, macierzy, boolowskie, modulo,
End(G). Produkt pierscieni. Grupa R* elementéw odwracalnych (jednostek) pier-
Scienia. Podzielno$¢ i stowarzyszenie. Dzielnik zera. Homomorfizmy pierécieni. Ideat.
Pierscien ilorazowy. Zasadnicze twierdzenie o homomorfizmie pierscieni, twierdzenie
o faktoryzacji homomorfizmu. Ideal gtéwny, ideal skonczenie generowany. Pierscienie
ideatéw gtéwnych: Z, K[ X|, Z,. Funkcja i twierdzenie Eulera.

R, R’ oznaczaja pierScienie przemienne z jednoscig.

1. — Udowodni¢ Uwage 9.2 z wyktadu, odwotujac sie bezposrednio do aksjomatow
pierscienia.

2. — Udowodni¢, ze R* jest grupa.

3. (a) Niech +,- beda dzialaniami w zbiorze A takimi, ze (A, +) jest grupa, zas
dziatanie - jest taczne, obustronnie rozdzielne wzgledem + i ma element neu-
tralny 1 € A. Wykazaé, ze wtedy (A, +,-) jest pierscieniem. (wsk: wystarczy
udowodni¢ przemiennos$é +).

(b) Zalézmy, ze (A, +,-) jest pierScieniem, w ktérym grupa addytywna (A, +)
jest cykliczna. Udowodnié¢, ze ten pierdcien jest przemienny. Czy jest to pier-
Scien z jednoscig?

4. — Niech a,b € R oraz I < R. Udowodni¢, ze:

(a) alb <= (b) C (a)

(b) Jeslia~b,toa €l <= bel.

(c)a~b < (a)=(b).

(d) (Tu zaktadamy, ze R jest dziedzina) a ~ b <= a = eb dla pewnego
e R
e) I jest wlasciwy <— 1¢ I.

5. * (a) Zalézmy, ze R jest pierécieniem niekoniecznie przemiennym, w ktérym za-
chodzi ré6wnoéé 2 = z. Udowodnié, ze wtedy w R zachodzi ré6wnoséé o +x = 0
oraz R jest przemienny.

(b) Zalézmy, ze R jest pierscieniem boolowskim. Udowodnié, ze istnieje al-
gebra Boole’a A taka, ze R = (A, A, N). (wsk: zaczaé od algbery Boole’a
A = (A A V),0,1). Zauwazy¢, ze operacje V i’ mozna zdefiniowaé w pier-
$cieniu boolowskim (A, A, A)).

(c)— Sprawdzié, ze pojecie ideatu w algebrze Boole’a A pokrywa sie z pojeciem
idealu (w sensie teorii pierscieni) w tejze algebrze traktowanej jako pierscien
boolowski.

6. Zalézmy, ze a € Z,, \ {0}. Udowodnié, ze
(a) a jest odwracalny <= NWD(a,n) = 1.
(b) a jest dzielnikiem zera <= NWD(a,n) > 1.



10.

11.

(a) Udowodni¢, ze R[X]* sklada sie z szeregéw z niezerowym wyrazem wol-
nym.

(b)— Obliczy¢ szeregi odwrotne do szeregéw >, 2°X° i 3, X' w pierscieniu
R[X].

Zalézmy, ze R jest pierscieniem idealéw gtownych oraz f : R — R’ jest epimor-
fizmem pierscieni. Udowodnié, ze R’ tez jest pierécieniem ideatéw gltéwnych. W
szczegolnosci kazdy pierécien 7Z,, jest pierscieniem ideatow gtownych.

— Wypisa¢ klasy stowarzyszenia w pierécieniu Z;». Wypisa¢ wszystkie ideaty
w tym pierscieniu oraz sporzadzi¢ diagram Hassego dla relacji inkluzji miedzy
nimi.

(a) Zatézmy, ze n,m > 0 sa wzglednie pierwsze, zas f : Zpm — Zp X L
dana jest wzorem f(k) = (r,(k),r,(k)). Udowodnié, ze f jest izomorfizmem
pierscieni, korzystajac z (b) i z tw. o faktoryzacji homomorfizmu.

(b)— Sprawdzi¢, ze r,, : Z — Z,, jest epimorfizmem pierécieni oraz Z/nZ = Z,,.

(Funkcja i twierdzenie Eulera). Dla n > 1 niech ¢(n) bedzie liczba liczb 0 <
k < n wzglednie pierwszych z n. Udowodni¢ nastepujace stwierdzenia:

(a)- @(n) = |Z}]

(b)- (R x R')*=R*x R*

(c) p(p*) = (p— 1)p*~1, gdzie p jest liczba pierwsza.

(d) p(pi" -~ ppF) = 01" - - @(pp*), gdzie pi, . .., pi to rézne liczby pierwsze,
zas a; > 0.

(e) (tw. Bulera) Gdy n,k € Z sa wzglednie pierwsze i k > 1, to n*®) = 1
(mod k).



