Algebra II (ISIM), lista 5 (25.11.2020, deklaracje do 23.11.2020).

Teoria: Wyliczenie matych grup (do rzedu 8 wlacznie). Osemkowa grupa kwa-
ternionéw Qg. Grupy abelowe: suma prosta grup abelowych. p-prymarna sktadowa.
Czes¢ torsyjna. Grupa beztorsyjna. Gy = @,cp Gp. Wolna grupa abelowa. Podgrupa
wolnej grupy abelowej rangi skonczonej jest wolna. Skonczona grupa abelowa jest su-
ma prosta grup cyklicznych (informacyjnie). Skoniczenie generowana grupa abelowa

jest
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suma prostg grup cyklicznych.

.~ Wyznaczy¢ wszystkie (z doktadnoscia do izomorfizmu) grupy abelowe rzedu
12, bez powtorzen.

~ Zalézmy, ze f: G — (Z,+) jest epimorfizmem grup abelowych. Udowodnic,
ze G = (Z,+) x Ker(f) (wsk: powtorzy¢ dowdd z wyktadu).

Udowodni¢, ze kazda grupa abelowa jest homomorficznym obrazem wolnej gru-
py abelowej.

Dowiesé, ze jesli H < Z(G) i1 G/H jest cykliczna, to G jest abelowa.

. Zatézmy, ze G < (Z™,4+). Niech g; € G bedzie takie, ze wspoélrzedne g; o
indeksach < i sa zerowe, za$ (pod tym warunkiem) i-ta wspotrzedna g; jest
najmniejsza mozliwa > 0 . Jesli takiego g; nie ma, przyjmujemy g; = 0. Udo-
wodni¢, ze elementy g1, ..., ¢, generuja grupe G.

(a) Czy (Q,+) jest wolna grupa abelowa?

(b) Czy grupa S (zespolonych pierwiastkAlw z jednosci) jest suma prosta
grup cyklicznych?

(wsk: moéwimy, ze grupa abelowa G jest podzielna, gdy (Vo € G)(Vn > 0)(3y €
G)ny = x. Rozwazy¢, czy grupy z zadania sg podzielne.)

Zatozmy, ze G jest grupa abelowa i G1,...,G,, < G. Dowied¢, ze G = G @
(1H)G=G+---+G,
(2) jesli 1 € Gy, ..., 2, €Grizy+---+2,=0,t0xy =--- =z, =0.

Zatozmy, ze B,C C G sg bazami wolnej grupy abelowej G. Udowodnié, ze bazy
te sa rownoliczne w nastepujacy sposob: Niech p bedzie ulubiong liczba pierw-
sza. Rozwazy¢ grupe ilorazowa G/pG, ktora jest suma prosta pewnej liczby
grup cyklicznych rzedu p.

(a) Gdy B lub C jest skonczona, obliczy¢ rzad grupy G/pG odwotujac sie do
baz B, C.

(b)* gdy obie bazy sa nieskorniczone, uzy¢ algebry liniowej nad ciatem Z,,.

Moéwimy, ze podgrupa H grupy G jest charakterystyczna, gdy f [H] = H dla
kazdego automorfizmu f grupy G. UdowodniAZf, ze:
(a) jesli H jest charakterystyczna w G, to H < G.
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(b) Z(G) jest charakterystyczna w G.
(c)* Jesli w grupie G zachodzi réwnos$é¢ x* = e, to jedyne charakterystyczne
podgrupy grupy G to sama G i podgrupa trywialna.
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10. * Ile wynosi suma elementéw skonczonej grupy abelowe;j?



