Algebra II (ISIM), lista 11 (20.01.2021, deklaracje 18.01.2021)

Teoria: Ciato utamkéw. Przyktady: ciato szeregow Laurenta, ciato funkcji wy-
miernych. Tw. Gaussa: Je$li R: UF D, to R[X] tez. Kryterium Eisensteina. Funkcje
wielomianowe, homomorfizm ewaluacji w punkcie.

R oznacza pierscien przemienny z 1 # 0.

1. — Udowodni¢, ze:

(a) Qi) = {a+bi:a,be Q} to cialo utamkoéw pierscienia Gaussa Z[i].
(b) Q(v2) = {a+bv2:a,b € Q} to ciato utamkéw pierécienia Z[v/2).
(c) Q to cialo utamkéw pierscienia Z[3].

(d) Q(X) to cialo utamkéw pierécienia Z[X].

2. Dla W(X) =X a; X' € R[X] okre§lamy funkcje W : R — R wzorem W (a) =
S aat. W nazywamy funkcja wielomianowa (wyznaczona przez W) czesto” po-
mijamy w zapisie).

(a)— Podaé przyktad niezerowego wielomianu W (X) € Zs[X] takiego, ze wy-
znaczona przezen funkcja wielomianowa jest zerowa.

(b)— Dla a € R okre§lamy funkcje ¢, : R[X] — R wzorem ¢ (W) = W(a).
Udowodnié¢, ze ¢, jest homomorfizmem pierécieni (zwanym funkcja ewaluacji
w punkcie a).

(¢) Udowodni¢ twierdzenie Bezouta: Zatézmy, ze K jest ciatem, W (X) € K[X]
jest niezerowy oraz a € K. Wtedy a jest pierwiastkiem wielomianiu W (tzn.
W(a) =0) < (X —a)|W(X)w K[X].

3. — Wskaza¢ wielomiany nierozktadalne:
(a) stopnia 2 w Zs[X],
(b) stopnia 3 w Z7[X],
(c) stopnia 4 w Z[X].

4. (a) Zalézmy, ze R jest dziedzina, W(X) € R[X]| oraz degW = n > 0. Udo-
wodni¢, ze W ma nie wiecej niz n pierwiastkow w R.
b)— Ile pierwiastkow ma wielomian X3 + 5X € Zg[X]?
)
S

5. (a) Udowodni¢, ze jesli K jest cialem skoniczonym, to kazda funkcja f : K — K
jest wielomianowa.
(b) Udowodni¢, ze jesli R jest pierscieniem nieskoniczonym, to nie kazda funkcja
f: R — R jest wielomianowa.
(c)* W (b) wskazaé¢ konkretna funkcje, ktéra nie jest wielomianowa.

(

* (a) Czy pierscienie Z, Z[X], Z[ X, Y] sa izomorficzne?
(b) Czy pierscienie Z[X], Z|X?],Z|X?, X3] sa izomorficzne?
(a

7. (a) Zatézmy, ze W (X),V(X) € R[X] sa wzglednie pierwsze, niezerowe. Udo-
wodnié, ze istnieja wielomiany S(X),T(X) € R[X] takie, ze w ciele R(X)
mamy:

1 ~8(X) N T(X)




10.

11.

(b) Udowodni¢, ze kazda funkcje wymierna f(X) € R(X) mozna przedstawié
jako sume ulamkéw postaci v‘[//(())(())’ gdzie W,V € R[X] oraz W(X) jest po-
tega nierozktadalnego wielomianu stopnia < 2. (uwaga: dzigki temu umiemy

catkowaé funkcje wymierne)

Zatoézmy, ze d € 7 nie jest kwadratem liczby catkowitej . Udowodni¢, ze kazdy
ideal w pierscieniu Z[v/d] jest generowany przez co najwyzej 2 elementy. (wsk:
dla I < Z[V/d] rozwazyé zbiory Iy = INZiI, = {b € Z : a+bV/d € I dla
pewnego a € Z}. Imitowaé¢ dowdd tw. Hilberta o bazie)

Niech p bedzie liczba pierwsza. Udowodni¢, ze wielomian ®(X) = XP~1 +
XP=24...4+ X +1 jest nierozktadalny w Q[X]. (wsk: Rozwazy¢ automorfizm W :
Q(X) — Q(X) dany wzorem U(f(X)) = f(X +1). ®(X) = 3=L. Zastosowaé
kryterium Eisensteina.)

Obliczy¢ szeregi (a)- (14 X)™t, (b) (142X)!

w pierécieniu R[X] i w pierécieniu Z,[X].

Poréwnaé uzyskane wyniki z rozwinieciem odpowiednich funkcji w szereg Tay-
lora.

(c)* Sformutowaé i udowodnié¢ ogdlna prawidtowosé.

Zatézmy, ze norma euklidesowa 6 w pierscieniu euklidesowym R spetnia wa-
runki:

d(a+b) < max{d(a),0(b)} oraz §(ab) = d(a) + J(b) dla wszystkich a,b € R.
Udowodni¢, ze iloraz i reszta w dzieleniu z reszta w R zgodnie z § sa wyznaczone
jednoznacznie. (uwaga: tak jest w pierscieniu K[X]).



